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PRÓLOGO 


La enseñanza de la matemática históricamente ha sido un reto para 
profesores, didactas e investigadores. Lo mismo ocurre para los estudiantes 
de los diferentes niveles educacionales, para los cuales el aprendizaje de su 


contenido matemático siempre ha resultado difícil. 


Es por ello que los autores de este texto contribuyen a la construcción 
de un camino alternativo para el desarrollo del proceso de enseñanza y 
aprendizaje de la matemática, inspirado en el uso eficiente de recursos 
tecnológicos educativos que crean un entorno digital de aprendizaje con 


cualidades superiores a los entornos tradicionales existentes. 


Son significativas las propuestas de los autores, que para el caso del 
proceso de enseñanza y aprendizaje de la matemática, logran fundamentar 
vías metodológicas consistentes que integran con armonía recursos didácticos 
y tecnológicos. De forma especial profundizan en el uso didáctico del 
GeoGebra, software que aporta diferentes ventajas al referido proceso en 
relación a la comprensión de conceptos y su representación geométrica, 
algebraica o numérica, así como en la resolución de una variada gama de 


problemas matemáticos. 


Resulta original la forma colaborativa en que profesores y estudiantes 
construyeron el presente texto, en el que coexiste equilibradamente la teoría 
y la práctica; por lo que el mismo constituye una valiosa guía para aquellos 


profesores y estudiantes interesados en utilizar recursos tecnológicos en 
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función de perfeccionar el proceso de enseñanza y aprendizaje de la 


matemática. 


Dr. Alexander Gorina Sánchez 


Universidad de Oriente, Cuba 
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INTRODUCCIÓN 


Con esta investigación, se pretende contribuir a la evolución del 
software educativo en el ámbito de la enseñanza y el aprendizaje de la 
matemática, en una herramienta que facilite el proceso y contribuya a la 
participación activa de los estudiantes, tanto a nivel individual como 
colectivo. La aplicación de tecnología de la información no solo debe ser 
utilizada por los docentes, sino que también debe ser útil para los estudiantes 
en su búsqueda de nuevos conocimientos. De ahí que, la importancia del 
proceso educativo con el uso de las Tecnologías de la Información y la 
Comunicación (TIC) en el aula, porque asocian entornos de aprendizaje 
colaborativo, el uso de tecnología como pizarras Interactivas, tabletas, 
teléfonos inteligentes o softwares, facilitan el aprendizaje en campos 
específicos, y tienen una importancia creciente en la enseñanza de la 


matemática en la era digital. 


El uso de software educativo en el ámbito de la enseñanza y el 
aprendizaje de la matemática representa un salto cualitativo, ya que ofrece 
nuevos elementos didácticos como herramientas para una mejor comprensión 
de los diversos conceptos, enunciados que componen este trabajo. Las 
tecnologías han tenido un impacto significativo en varios aspectos de la 
educación, que se puede ver en el desarrollo de diversas estrategias educativas 


basadas en tecnología. 
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La educación matemática desde una perspectiva dinámica con el uso 
de softwares es un campo relativamente nuevo en la educación, pero cada vez 
es más común e importante, lo que fomenta el uso de programas en las aulas, 


como el GeoGebra. 


El objetivo principal de la educación — enseñanza aprendizaje es 
contribuir al desarrollo holístico de la personalidad del alumno, 
proporcionando una base para la adquisición de conocimientos, habilidades y 
destrezas. La incorporación de software educativo en la educación 
matemática es una necesidad apremiante que debe ser atendida con rapidez. 
Las oportunidades limitadas de capacitación técnica para los maestros en 
servicio están disponibles en forma de talleres que se enfocan en brindar 
información general sobre el software educativo, así como la transferencia de 
algunas habilidades fundamentales requeridas para su funcionamiento, sin 


abordar el tema crítico de cómo integrarlo en la formación en el aula. 


El texto está estructurado en seis capítulos, en el primero se analiza la 
aplicación del programa GeoGebra en la enseñanza de la matemática. El 
segundo capítulo, se analiza estrategia pedagógica “DOOTE” en la aplicación 
del aprendizaje basado en problema y el programa GeoGebra en la 
construcción del conocimiento matemático. En el tercer capítulo, se valoran 
los aportes de las tecnologías del aprendizaje y conocimiento en la enseñanza 
aprendizaje en la educación superior. En el cuarto capítulo, se aprecia la 
construcción del conocimiento y regulación del aprendizaje en tareas 
colaborativas asincrónicas. En el quinto capítulo, se estudian las 


funcionalidades del programa GeoGebra. Y en el sexto capítulo, los autores 
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con el aporte de estudiantes colaboradores presentan ejercicios resueltos 


usando las estrategias de resolución de problemas y el programa GeoGebra. 
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CAPÍTULO I: APLICACIÓN DEL PROGRAMA GEOGEBRA EN 
LA ENSEÑANZA DE MATEMÁTICA 


Cada día más, la enseñanza de la matemática se convierte en un reto; 
es por ello que es conveniente utilizar el GeoGebra como uno de los recursos 
tecnológicos que facilitan el acceso a la comunicación sincrónica y 


asincrónica entre estudiantes y docentes. 


Para González (2017) “GeoGebra es un programa dinámico en la 
enseñanza y aprendizaje de la Matemática en todos los niveles de la 
educación. Combina dinámicamente, geometría, álgebra, análisis y 
estadística en un único conjunto tan sencillo a nivel operativo como potente” 
(p. 1). Lo que trasciende, en el desarrollo de competencias de futuros 


educadores, en sus capacidades de razonamiento lógico, crítico y propositivo. 


La educación superior debe considerar la búsqueda de ampliar las 
competencias y capacidades de los estudiantes universitarios, mientras que 
sus catedráticos con una visión de formación planteen y ejecuten innovadoras 
estrategias metodológicas para construir nuevos conocimientos. Acusas 
(2017) asegura que “los docentes son quienes deben ejecutar las metodologías 
y didácticas que consideren oportunas para la formación del alumnado” citado 
por Ponce, (2021, p. 4) También, los catedráticos deben considerar los 
adelantos de la tecnología, presentes en el sector educativo y reconocer “el 
uso de la tecnología en la educación contribuye a perfeccionar los contextos 


de formación del alumno” (Rodríguez et al., 2018, p. 14, citado por Ponce, 
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2021, p. 4); no obstante, es preciso que el docente guíe a los estudiantes en el 


uso eficaz de las aplicaciones tecnológicas para su porvenir académico. 


Ventajas del empleo de los recursos tecnológicos en la educación 


matemática 


Desde el punto de vista de Sánchez, (2019) “la intervención de las 
tecnologías en el sistema educativo da a luz a innovaciones curriculares, 
cambios de los roles de docentes y estudiantes” (p. 23). Lo que da lugar, a 
interrogante ¿Cuáles son las ventajas del uso de los recursos tecnológicos en 
la enseñanza de la matemática?; de las entrevistas realizadas por Sánchez, se 


destacan las siguientes respuestas: 


El uso de los recursos tecnológicos motiva la clase, generando un 
ambiente atractivo con calidad y exactitud; la Enseñanza - aprendizaje 
es interactiva y rápidas; los recursos tecnológicos contribuyen a 
aclarar dudas, y posibilita al estudiante a obtener resultados de los 
ejercicios con mayor exactitud; contribuye al trabajo colaborativo y 
de equipo, robusteciendo la relación compañeros, docente - alumno, 


logrando clases verdaderamente participativas (Sánchez, 2019, p. 23) 


Coincidiendo con lo expuesto, los recursos tecnológicos, además de 
despejar inquietudes, facilitan diversos conocimientos; “en la educación son 
las herramientas que provoca innovación y uso de nuevas estrategias 
didácticas” (Romero y Araujo, 2021, p. 69); Situación concordante con el 


criterio que los recursos tecnológicos favorecen al trabajo en equipo y 


contribuyen a la relación de los gestores educativos; “el uso de plataformas 
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digitales en la enseñanza de matemática robustece las habilidades lógicas 


aritméticas” (Vaillant, et al., 2020, p. 718). 


Desventajas del uso de los recursos tecnológicos en la educación 


matemática 


En la investigación de Sánchez (2019), la interrogante ¿Cuáles son las 
desventajas del uso de los recursos tecnológicos en la enseñanza de la 
matemática?; se destaca la respuesta “falta de acceso al internet y equipos 


tecnológico” (p. 24). 


En concordancia con esta interrogante, cabe señalar que, la Defensoría 
del Pueblo del Ecuador, tomando revelaciones del Ministerio de 
Telecomunicaciones realizado por Andrés Michelena, citado por Bonilla 


Guachamín, (2020) expresa que: 


De 12 863 planteles educativos del país, acceso a internet tienen solo 
4 747. Además, con alta saturación y costos de conectividad; Se 
asegura que el 37,2 % de los hogares a nivel nacional tienen acceso al 
internet; el 10,7 % de las personas de entre 15 a 49 años carecen de 


teléfono inteligente (p. 3). 


Esta información ratifica el limitante para el empleo de los recursos 
tecnológicos en la enseñanza de la matemática, su limitante es el acceso a los 


equipos y al internet por su alto costo. 
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Particularidades pedagógicas - didácticas delprograma GeoGebra 


El programa GeoGebra es un recurso tecnológico interactivo que 
dinamiza la enseñanza de la matemática; “es una herramienta didáctica que 
aporta al proceso de enseñanza — aprendizaje, es accesible, sin licencia 
comercial, de fácil utilización, sencillo y aceptado en todas las plataformas” 


(Gonzáles, 2017, p. 7) 


El programa de GeoGebra presenta representaciones diferentes que se 
enlazan activamente y relaciona los cambios producidos entre ellas, como la 
vista gráfica que muestra puntos y gráficos de funciones; la vista algebraica 
que exhibe las coordenadas de puntos y ecuaciones, el cálculo simbólico que 
expone el proceso algorítmico, la hoja de cálculo; la calculadora de 


probabilidad. 


Los contenidos del área de matemática son diferentes según sus grados 
y niveles de complejidad, siendo necesario el uso estrategias didácticas 
innovadoras para hacer de esta disciplina una ciencia que agrade a los 
estudiantes y que sea de fácil asimilación. El programa GeoGebra, es una de 
estas estrategias didácticas que se vinculada como recurso tecnológico que 
provoca ambientes educativos dinámicos y motivacionales, “el uso del 
programa GeoGebra en clases de matemática contribuye en el proceso de 
enseñanza - aprendizaje de forma dinámica” (Jiménez y Jiménez, 2017, p. 


10). 


Desde el punto de vista de Arteaga et al., (2019) “GeoGebra 


contribuye a perfeccionar la construcción del conocimiento matemático, 
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facilitado herramientas motivadoras de resolución de problemas” (p. 104). En 
este contexto, se puede reconocer las amplias bondades que tiene el programa 
GeoGebra en la enseñanza de matemática en sus vistas algebraica, simbólicas 


y gráficas. 


Como afirma Roger (2008) “para la enseñanza de matemática en la 
educación superior es esencial el uso de procesadores geométricos como 
GeoGebra, ya que permite interactuar de forma dinámica con los estudiantes, 
y visualizar contenidos matemáticos más complejos de abordar en el estilo 


tradicional” (p. 2). 


El programa GeoGebra, software libre que relaciona la funcionalidad 
algebraica y geométrica, es un recurso para el proceso de enseñanza y 
aprendizaje de la matemática. GeoGebra es un recurso que apoya a la 
educación STEM (Science, Technology, Engineering and Mathematics) en 


ciencias, tecnología, ingeniería y matemática. 


Las principales particularidades del programa GeoGebra son: 
° Es un recurso tecnológico, pedagógico, didáctico para la enseñanza de la 
matemática, útil para todos los niveles de educación: Educación General 


Básica, Bachillerato General Unificado, Educación Superior. 


° En matemática permite realizar Operaciones intelectuales como 
demostraciones lógicas, análisis, supuestos, experimentaciones, 


deducciones, entre otras. 
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Resuelve ejercicios de geometría, álgebra, derivación, integración, 


funciones. 


Grafica puntos, rectas, segmentos, vectores, cónicas y genera gráficas de 


funciones de forma dinámica utilizando el mouse. 


El programa GeoGebra efectúa cualquier modificación en objetos que 


modifica la expresión matemática y viceversa. 
El programa GeoGebra tiene presentaciones científicas en 2D y 3D. 


Posee variedad en recursos del aula y fácilmente ingresa a actividades, 


simulaciones, ejercicios, para matemáticas. 
Puede ser empleado en línea on-line o estática en el Computador Personal. 


Se descarga el software GeoGebra y todas sus aplicaciones disponibles 


para las plataformas iOS, Android, Windows, Mac, Chromebook y Linux, 
desde el enlace: https://www.geogebra.org/ 


Importancia de usar el programa GeoGebra en la enseñanza de matemática 


El uso del programa GeoGebra en matemática es una oportunidad 


trascendente para perfeccionar la calidad de los aprendizajes, provocar en los 


estudiantes nuevos comportamientos respecto a la matemática; sus 


procedimientos dinámicos generan mejores comprensiones de la matemática 


en general. 
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El programa GeoGebra favorece la resolución de problemas 
matemáticos, provee el desarrollo de destrezas diferentes, proporciona 
nuevos métodos de resolución de ejJercicios, lo que motiva a los gestores 
educativos en la generación anticipada de conocimientos matemáticos; “la 
palabra GeoGebra proviene del vocablo Geo = geometría y Gebra = álgebra; 
que presume una opción dinámica para la enseñanza de la matemática en 
todos los niveles educativos” (Carrillo, 2012, p. 2). Además, “el uso del 
programa GeoGebra facilita la construcción conocimiento, interacciona los 
componentes del software con las funciones trascendentes de las herramientas 


cognitivas del proceso de enseñanza — aprendizaje” (Inzunsa, 2014, p. 3). 


Teniendo en cuenta a Gay et al., (2014) aluden que, “GeoGebra 
facilita la evolución y la dinámica con el objeto matemático, haciendo fácil el 
análisis de conceptos que aportan a la construcción del conocimiento 
matemático” (p. 18); mientras que, para el investigador Costa (2011), señala 
que “los estudiantes que aplican GeoGebra y hacen uso de la matematización 
inducida, inicia un desarrollo en las habilidades y destrezas de visualización, 
manipulación de los conceptos matemáticos en el entorno del software” (p. 
48) y Carranza (2011) comenta que “la incorporación de entornos dinámicos, 
como el GeoGebra, en la formación de maestros en matemática le beneficia 
en el fortalecimiento de conocimientos matemáticos estructurados, operativos 
y significativos, facilitando la representación simbólica, numérica, gráfica y 


analítica” (p. 27). 


En este ámbito, hablar de matemática sin referirse a las bondades de 


las tecnologías y en este caso de GeoGebra, es revivir a las clases memoristas 
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con enseñanzas tradicionales, toda vez, que el uso de GeoGebra despliega 
habilidades y destrezas para llevar los conceptos abstractos a los conceptos 
concretos, útiles para el aprendizaje significativo de la matemática; “en el 
campo educativo, el ingreso de los recursos didácticos — tecnológicos tiene 
primacías en el proceso enseñanza-aprendizaje de las matemáticas”. (Castillo, 
2008, p. 18) y “el uso de los recursos didácticos — tecnológicos hace que los 
alumnos realicen representaciones y formulen preguntas o problemas, 


respectos al aprendizaje de la matemática”. (Barrera y Santos, 2001, p. 9). 


En este contexto, la disciplina de matemática es apreciada como 
trascendente para el desarrollo y funcionamiento de la sociedad; si los 
docentes incluyen en el desempeño profesional, el uso de programas 
educativos con recursos didácticos — tecnológicos que innoven la práctica de 


enseñanza — aprendizaje de la matemática como el programa GeoGebra. 
Estrategia pedagógica mediada por GeoGebra 


La inserción del programa GeoGebra en la enseñanza y aprendizaje 
de matemática requiere de la habilidad y actualización permanente del 
docente, debido al desafío que implica introducir los avances tecnológicos en 
la educación que traen consigo cambios en la disciplina y el rol de los gestores 


educativos. 


“Hoy, en todo proceso de aprendizaje, el dominio y aplicación de la 
tecnología, hacen competente a cualquier tipo de estudiante” (Zambrano, et 


al., 2018. p. 8). Es claro que el uso de la tecnología contribuye de manera 


innovadora a la educación; por medio de ella se obtienen recursos para 
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mejorar las actividades educativas; es una herramienta pedagógica para el 
estudiante y para el profesor. La tecnología contribuye al desarrollo integral 
de los individuos en los aspectos de formación y aprendizaje, en los procesos 


de desarrollo de la sociedad y el ser humano. 


La estrategia pedagógica tiene una estructura constituida por los 
fundamentos, objetivos, etapas y formas de superación para el mejoramiento 


profesional (figura 1). 


Figura 1. Estructura de la estrategia pedagógica 


Elevación de la calidad del PEA Limitado desempeño profesional pedagógico 
con el aprovechamiento de las TIC de los docentes para la dirección del PEA 
Fundamentos: . e Etapas: 
Filosóficos, Pedagógicos, + Estrategia Pedagógica + Diagnóstico 
Sociológico, Psicológico Diseño 

Ejecución 


Objetivos —<—— Evaluación 


| ! 


Acciones Forma de superación 


Mejoramiento del desempeño profesional pedagógico en el 
aprovechamiento de las TIC 


Nota: Estructura de la estrategia pedagógica de autor (Cabrera, 2016, p. 78) 


Para Cabrera (2016), el objetivo general de la estrategia pedagógica 
es “propiciar la perfección del desempeño profesional pedagógico en el 


proceso de enseñanza - aprendizaje de las asignaturas, dada en 
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responsabilidad a los profesores en las que se aprovecha las TIC y los recursos 


tecnológicos” (p. 72). 


Las etapas de las estrategias pedagógicas: 


1. Diagnóstico: etapa que ejecuta las siguientes acciones: 


e Identificar las características de los estudiantes con quien va a ocuparse 


la estrategia. 
e Establecer el objeto de estudio. 
e Valorar el estado del objeto que se estudia. 
e Seleccionar instrumentos, técnicas y procedimientos que se utilizarán 
e Identificar los problemas educativos. 


2. Diseño: Teoría de la educación que favorezca la preparación de los 


profesores para el desempeño profesional pedagógico. 


e Identificar los contenidos a trabajar, en correspondencia con los 


problemas identificados en el diagnóstico. 
e Determinar la organización del currículo. 
e Elaborar el diseño curricular a partir del trabajo didáctico. 


e Planificar formas de control para la ejecución de las acciones propias 


de la estrategia pedagógica. 
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Ejecución: Planificación y formas de aprovechamiento de las TIC. 


Determinar los grupos que participan en el aprovechamiento de las TIC 


en el PEA. 
Establecer las formas de evaluación. 


Evaluación: valorar el mejoramiento del aprovechamiento de las TIC 


en el PEA: 

Identificar los objetos evaluables. 

Determinar el objeto de estudio a medir y sus contenidos. 
Seleccionar instrumentos, técnicas y procedimientos que se utilizarán 
Aplicar los instrumentos y valorar los resultados de su aplicación. 


Identificar los niveles de mejoramiento del desempeño logrado en los 


docentes. 
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CAPÍTULO II: ESTRATEGIA PEDAGÓGICA “DOOTE” EN LA 
APLICACIÓN DEL APRENDIZAJE BASADO EN PROBLEMA Y 
EL PROGRAMA GEOGEBRA EN LA CONSTRUCCIÓN DEL 
CONOCIMIENTO MATEMÁTICO 


La estrategia DOOTE tiene por objetivo: mejorar la construcción del 
conocimiento matemático en la educación superior con el uso de la estrategia 
pedagógica “DOOTE” para fortalecer el aprendizaje significativo y el 


pensamiento crítico. 


Estructura de la Estrategia pedagógica 


La estructura de la estrategia pedagógica DOOTE la componen cinco 


(5) elementos: Diagnóstico, Objetivos. Organización, Talleres, y Evaluación. 


Figura 4. Estrategia Pedagógica DOOTE 


ESTRATEGIA PEDAGÓGICA DOOTE 


SL 


FORTALEZA 
Interno 


OBJETIVOS GENERAL 


OPORTUNIDAD / 
Externo 


NIVEL 1 ` 
ORGANIZACIÓN 


TALLERES 


- Objetivos Específicos Objetivos Especificos 
í Resolución de 
- Metodología ejercicios 
Programa GeoGebra 


NIVEL 3 
EVALUACION 


Autoevaluación - Retroalimentación 
E. FORMATIVA - E.SUMATIVA 


Nota: Estrategia Pedagógica DOOTE, Chila, 2022, (p. 52). 
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Característica de la Estrategia pedagógica DOOTE. 


e El profesor es quien provee de información de los saberes 


matemáticos 


e Completa dinámica del estudiante con los saberes matemáticos, 


profesor y compañeros alumnos. 


e El alumno construye el conocimiento matemático con 


colaboración del docente. 
e Variedad de fuente de información 


e Interactividad de programas y recursos tecnológicos válidos para 


enseñar — aprender matemática. 


Figura 1. Elementos de la Estrategia Pedagógica. 


Explicación 
decil del 
docente 


@=mc AT 


pao 


Nota: Elementos de la Estrategia Pedagógica, elaborado por el autor. 
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Diagnóstico. — Acción trascendente en el proceso de enseñanza — 
aprendizaje, que involucra la revelación de los saberes en los aspectos 
externos e internos, que permita, a la vez, un acercamiento pertinente en la 
mediación docente. Por lo tanto, el diagnóstico contribuye a los otros niveles 


de la estrategia pedagógica, entre se destaca: 
e La motivación del estudiante. 


° El reconocimiento del nivel de dominio en la apropiación de los 


conocimientos previos. 


° El dominio de las operaciones intelectuales: análisis, síntesis, 


comparación y generalización. 


° El dominio de habilidades intelectuales como: solución de 


problemas, valoración, argumentación. 


° El dominio de planificación, valoración y control de las acciones 


de aprendizaje. 
° Desarrollo de normas de comportamiento, valores y cualidades. 
e Habilidades de relación y comunicación con otras personas. 


e Habilidades en el uso y manejo de recursos tecnológicos. 
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De las variadas formas de hacer diagnóstico educativo, esta estrategia 


propone: 


° Observación sistemática del estudiante. 
° Entrevistas individuales y/o grupales. 


° Aplicación de preguntas orales o de instrumentos escritos. 


Objetivos. - Los objetivos de la estrategia pedagógica inciden al 
momento organizar O integrar el nuevo conocimiento; inclusive, puede 
modificar el estado afectivo o emocional del estudiante, que trasciendo en la 


eficacia del aprendizaje de los saberes. 
Los objetivos se vislumbran a las sub estrategias de: 


°  Autoaprendizaje. 
° Aprendizaje interactivo. 


° Aprendizaje Colaborativo. 


Nivel 1. Organización. — La organización radica en instituir una 
manera clara las relaciones internas entre los materiales de aprendizaje y los 


saberes previos que tenga el alumno. 


En este paso, el docente formula el objetivo específico y el contenido 
de aprendizaje en texto, audio y/o video, programa los diferentes recursos y 
materiales a ser utilizados, compatibles con Aprendizaje Basado en Problema 


y el programa GeoGebra. 
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En la organización se sienta la base de la dinámica de la construcción 


del conocimiento matemático. 


La Teoría debe reunir características que fortalezca capacidades de: 


Aplicación del Aprendizaje 
Basado en Problema 


Aplicación del 
GeoGebra 


programa 


De las habilidades cognitivas en 
el ABP. 

°  Seriación. 

° Identificación. 

° Clasificación. 

° Lateralidad. 

° Correspondencia. 

° Comparación. 


Uso de los recursos tecnológico 

como recursos pedagógicos en la 

enseñanza — aprendizaje. 

° Integrar el Programa 
GeoGebra en la matemática. 

° Reconocer las bondades de 
uso del Programa GeoGebra. 


Aplicación del ABP 
° Participar en la exposición del 
problema. 


° Relacionar los conocimientos 
previos con los nuevos. 


En el aspecto funcional del 

Programa GeoGebra 

° Aprender matemática con 
Eficacia y amigablemente. 

° Reconocer la utilidad en 
cualquier momento y permite 
compartir información. 

e Facilitar el aprendizaje con 
facilidad y genera aprendizaje 
significativo. 

e Aplicar en todos los temas y 
facilita la comprensión y 
resolución de problemas. 


De las necesidades de 
aprendizaje en el recurso 
pedagógico de ABP 


Elementos curriculares del 
programa GeoGebra 
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Recordar los temas de 
aprendizaje. 

Revelar su capacidad de 
síntesis. 


Examinar temas importantes y 
significativos. 

Respetar las etapas del proceso 
de Aprendizaje Basado en 
Problema. 


Objetivo: señala objetivos a 
lograr, facilita el aprendizaje 
de conceptos matemáticos. 
Contenidos: organiza temas y 
facilita el desarrollo de cada 
tema. 

Actividades: permite 
actividades individual y grupal 
para que el estudiante resuelva. 
Metodología activa con 
GeoGebra. 

Recurso pedagógico para el 
docente y estudiante. 
Evaluación: permite reconocer 
acierto y errores. 


De 


la selección de Información 


en el ABP 


Efectuar la 
información. 
Manejar diversas técnicas de 
lectura. 

Organizar la información. 


búsqueda de 


De resolución de problemas en el 
ABP 


Trabajar de forma Grupal e 
individual. 
Exteriorizar las propuestas. 


La metodología en la organización se encamina al desarrollo de 


capacidades como: 


Establecer enlaces con ideas previas. 


Abstracción, de análisis y de síntesis. 
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e Identificar y diferenciar conceptos. 
e Categorizar y organizar los saberes de acuerdo a la estructura lógica. 


e Identificar las relaciones existentes e integrar o asimilar nuevos 
enlaces conectados entre los conceptos. 


Nivel 2. Talleres. - Con objetivos específicos claros, Aprendizaje 
Basado en Problema, los talleres o la resolución de problemas matemáticos 
tienen por propósito de procesar y resolver correctamente la teoría recibida 
para aplicarlas en ejercicios o problemas. Aprendizaje Basado en Problema, 
los talleres o resolución de problemas, permiten a los estudiantes desplegar el 


pensamiento crítico y lógico en diversos contextos. 


Aprendizaje Basado en Problema, la resolución de problemas y de 
ejercicios se lleva a cabo un proceso sistemático, ordenado de algoritmos 
matemáticos, desarrollando procesos intelectuales que siguen un orden lógico 
de: leer y analizar cuidadosamente el enunciado del problema o ejercicio; 
realizar un diagrama o resolver un problema similar pero más sencillo; usar 
fórmulas o solución aplicable o construir una nueva solución; avanzar con 
sentido común; ser persistente, aún con obstáculo; revisar y comprobar la 


solución. 


La acumulación de los saberes teóricos a través de la resolución de 
ejercicios y/o problemas corresponden al proceso abstracto del conocimiento; 
su traslado con el uso de programas o recursos tecnológico logra la concreción 
dinámica de conocimiento matemático. 
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Figura 5. Transferencia del conocimiento abstracto al concreto y viceversa. 


c 4 


ABP 
Algoritmos de 
Resolución de 


Uso de 
Programa 


Informáticos 


ejercicios Resolución de 


ejercicios 


Abstracto 


Concret 


Nota: Transferencia del conocimiento abstracto al concreto y viceversa, 
elaboración propia. 

El programa GeoGebra es recurso pedagógico que forma parte de era 

digital en los últimos años, que hace de la educación, parte de la 


innovación y cambios generacional. 


La interactividad es un mecanismo importante en el proceso de 
enseñanza — aprendizaje, permitiendo la relación intrínseca con los 
contenidos que se está abordando y manipularlo con mayor libertad, creando 
trabajos propios y en ocasiones únicos. La motivación en el alumno 
incrementa, la asignatura para el estudiante se convierte interesante, 
entretenía e incrementa el gusto, tal que aumenta la iniciativa por aprender e 


investigar. 


El estudiante desarrolla habilidades de manejar la Interfaz del 
programa GeoGebra; el uso correcto de las vistas: Algebraica y Gráfica, 


además de ilustrar y animar la resolución de ejercicios y problemas. 
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Nivel 3. Evaluación. — La evaluación de los aprendizajes admite 
valorar los dominios de desempeño y logros de los aprendizajes deseados; 
Corroboran a la identificación de las causas de las deficiencias en el 
aprendizaje de manera pertinente. La Evaluación con enfoque formativo 
precisa la sistematización, recolección y análisis de los datos obtenidos por 
fuentes diversas, con el propósito de mejorar el aprendizaje de los estudiantes 


y alamar la intervención del docente. 


La evaluación por el tipo de instrumento que se utilicen tiene por finalidad 


de: 


° Estimular la autonomía, autoevaluación y retroalimentación. 
° Dar seguimiento a avance y la transferencia. 
° Comprobar los niveles de saberes. 


° Identificar las necesidades. 


Para esta estrategia se propone usar como instrumento de evaluación 
a los estudiantes la rúbrica, el mismo que integra los criterios a evaluar, lo 
niveles de logros, con sus respectivos descriptores de logro. Esta 


especificidad en la evaluación brinda la oportunidad de retroalimentación. 


La evaluación sumativa concluye su principal objetivo y comprueba 
los saberes de los estudiantes, pudiéndose llevar a cabo durante la misma 
clase, en circunstancias formales e informales, permitiendo, además, observar 


el progreso y orientar la enseñanza a determinados aprendizajes. 
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CAPÍTULO III: APORTES DE LAS TECNOLOGÍAS DEL 
APRENDIZAJE Y CONOCIMIENTO EN LA ENSEÑANZA 
APRENDIZAJE PARA LA EDUCACIÓN SUPERIOR 


El Siglo XXI, revestido de un mundo globalizado, con acelerados 
adelantos tecnológicos y científicos, evidencia la necesidad de alcanzar 
conocimientos para mejorar calidad de vida. La humanidad, experimenta un 
desarrollo múltiple en tecnologías informáticas que requiere de innovación en 


los procesos educativos, apoyados con las tecnologías. 


En el contexto de esta problemática, surgen las siguientes 
interrogantes: ¿La formación de los futuros docentes de las diferentes carreras 
de pedagogía, del Nivel de Educación Superior, reciben una educación acorde 
a los signos de los tiempos? ¿Será que aún se sigue formando a los futuros 
profesores con estrategias tradicionales que no responden a los adelantos 
tecnológicos y científicos? Como resultados de los cambios en la sociedad, 
¿Desde las Tecnologías del Aprendizaje y del Conocimiento (TAC) enfocan 
nueva forma aprender a aprender, así como nuevas vías de combinar el 
Proceso de Enseñanza Aprendizaje (PEA) con los entornos virtuales de 


aprendizaje? 


La presente investigación sienta bases que vislumbran relevancia en 
el aporte de las TAC en el modelo pedagógico de la construcción de los 
conocimientos como un nuevo ambiente educativo para los docentes, 
estudiantes, instituciones que ofertan metodologías aplicadas en los procesos 


de enseñanza aprendizaje. 
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Yoza, et al. (2021) en la investigación sobre el aporte de las 
tecnologías del aprendizaje y conocimiento a la formación y desarrollo de las 
competencias digitales de los estudiantes de educación básica superior 
concluye que los efectos del uso de las TAC, son efectivos al incentivar las 
clases, facilitando los temas, propiciando la atención y el compromiso de los 
estudiantes, sin embargo, la aplicación de estas herramientas es deficiente por 


la brecha digital y de formación en los docentes. 


Es por ello que en este capítulo se tiene como objetivo revelar los 
aportes de las Tecnologías del Aprendizaje y del Conocimiento (TAC) en la 
formación de estudiantes de pedagogía de la Universidad Técnica Luis 


Vargas Torres de Esmeraldas, 
Tecnologías del Aprendizaje del Conocimiento (TAC) 


Los avances de las TIC han provocado una serie de cuestionamientos 
a la sociedad y a la educación; siendo la sociedad y el sector educativo quienes 
deben responder a los rápidas transformaciones y necesidades colectivas, 


exigiendo del sistema educativo, innovaciones en sus prácticas. 


En este contexto evolutivo, las TAC es un avance de las TIC, que 
exhorta a la inserción de nuevos procesos de enseñanza — aprendizaje y se da 
por terminada los paradigmas conductistas O acciones pedagógicas 


circunscrita en la simple teoría o clases desmotivadoras. 


Benítez (2021) confirma que “la sigla TAC significa Tecnologías del 


Aprendizaje y del Conocimiento” p.14. Sobre esta definición, se establece la 
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relación de la tecnología y el conocimiento, compartida como herramienta de 
cambio de paradigma educativo y participación social; que ofrece la 
clasificación de documentos, organización social, contextualización y trabajo 
directo con la realidad, la adecuación a la realidad concreta del aula, 
aplicaciones y uso de multimedia, comunicación y trabajo colaborativo, 


bibliotecas, wikis, y en general la búsqueda de información. 


Desde el punto de vista de Martinez (2016), dice que “la relación entre 
las TAC y la educación tiene dos indicadores esenciales; uno, los ciudadanos 
allegados a conocer y aprender sobre las TIC; y el otro sobre los procesos 
educativos, transformadoras en proceso metacognitivo” p. 92. En estas 
circunstancias, la sociedad de hoy, solicita cambios al Sistema Educativo en 
el desempeño de la docencia, en las estrategias didácticas; que garantice el 
involucramiento y participación del docente con las TAC, que sea un gestor 
innovador e idóneo para transformación y superación del ser humano del siglo 


XXI. 


En este marco, la relación de la formación de profesionales en 
pedagogía, con el uso de las TAC, demanda la aplicación de procesos de 
restructuración de competencias en las perspectivas tecnológicas educativas, 


que despierte la reflexión y la confrontación crítica de las TIC. 


En el mismo contexto las orientaciones de las TIC a las TAC 
replantean los ambientes de aprendizaje en sus contenidos y metodologías 
que debe garantizar una educación y formación de calidad, haciendo 


relevancia a los contenidos digitales y su incorporación en el aula. 


Página 23 


Recurso tecnológico para la enseñanza de la Matemática 
GeoGebra 


Por refinadas que seas entendidas las TIC para gestionar y trasmitir la 
información, las TAC admiten un valor educativo agregado, la experiencia de 
aprendizaje mejora la sintonía de los estudiantes con el centro educativo. 
Según la opinión de Medina; Millán; Murillo (2013) expresan que “esta 
cultura pedagógica es esencial para enseñar y aprender, las nuevas 
configuraciones del conocimiento y los sistemas de evaluación” p. 10. De lo 
que deriva que el uso de las TIC y TAC brindan facilidades de acceso a las 


tecnologías, y a la formación integral del ser humano o estudiante. 


Las TAC con su visión de uso de las TIC, se proyecta a emplear 
herramientas tecnológicas que beneficia el aprendizaje y la adquisición del 
conocimiento, donde el estudiante es parte de esa inclusión digital y que, a su 


vez, debe ser válido para el docente en la formación de sus estudiantes. 


Las TAC son fuente de animación del uso de las TIC; así como el blog 
aporta para la publicación de artículos científicos y/o educativos; este también 
se puede hacer por WhatsApp o aplicativos de Google siendo entonces, las 
TIC, los recursos didácticos y los mediadores pedagógicos de las TAC; 
además son los medios para el aprendizaje que propicia la comunicación, 
organización de información y el logro para el conocimiento específico y 


continuo. 


En esta relación bidireccional basada en la creación de las 
competencias digitales con capacidades de uso de las TIC, para transformar 


las TAC se orientan los procesos de gestión docente y actividades 
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estudiantiles, lo que vislumbra el uso de los contenidos en un aula de clase 


dinámica, flexible, participativa y motivadora. 


En esta analogía, el uso de las TIC genera la necesidad de una 
alfabetización digital, que contribuya al desarrollo del PEA, subyacente en la 
Sociedad del Conocimiento que aporta a la transformación de la información 
en conocimiento. La sociedad del conocimiento está vinculada con la 
sociedad de la información, creando ambientes de aprendizaje para construir 
el conocimiento con terminales y dispositivos que permitan diversificar y 
expandir el conocimiento para un crecimiento personal y social. En 
conclusión, las TAC facilitan el acceso al conocimiento y al aprendizaje con 
mediaciones pedagógicas que suministra prácticas educativas con 


motivaciones intrínsecas. 
Formación de estudiantes de pedagogía 


Los avances acelerados en las áreas científicas, tecnológicas y 
económicas que hacen cara a los desafíos del progreso de un mundo 
globalizado, exigen a las instituciones en general y particularmente al nivel 
de la educación superior - formadoras de profesionales en pedagogía o 
ciencias de la educación, cambios radicales en los diseños curriculares de sus 
ofertas académicas, adaptados a las exigencias de la nueva era y sobre todo 
que vaya a la par de la tecnología, consciente de que el futuro profesional de 
la educación, renueven el repertorio pedagógico desde las aulas 


universitarias. 
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Martínez (2016) manifiesta que “la realización de un programa de 
formación docente con las TAC, es una de las principales tareas de las 
instituciones responsables” p. 98. Al respecto, el Plan Estratégico 
Institucional, de un centro superior formadoras de educadores debe estar 
caracterizado por certificar la formación docente en todos los espacios del 
desarrollo humano y con el uso de las herramientas pedagógicas 


contemporáneas de acuerdo con los signos de los tiempos. 


Con estos elementos, se denota que el proceso de formación de 
educadores, debe dejar los escenarios tradicionales e inducirle a los ambientes 
de aprendizajes sobre las TIC y las TAC, logrando que los educadores 
comprendan que el uso de las tecnologías aporte al desarrollo del 
pensamiento, a la motivación intrínseca y que logre la madurez cognitiva de 
un aprendizaje consciente a causa de la indagación y el uso de estrategias 


tecnológicas colaborativas, interactivas y metacognitivas. 


La formación de los estudiantes de pedagogía, en las tecnologías del 
aprendizaje contribuye a mejorar los sistemas educativos. Cortés (2013) 
afirma que “la formación del profesorado en el uso de las herramientas 
tecnológicas en su quehacer cotidiano supone actitudes más positivas para 


propiciar la innovación educativa” (p.13). 


Según, Pinto Santos et al., (2016) en referencia los estándares de las 
TIC para la formación inicial de los futuros docentes, según la UNESCO 
“busca innovación educativa identificando las ventajas de la TIC al incorporar 


actividades orientadas a mejorar el aprendizaje y la práctica docente” p. 42. 
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Sobre lo mencionado se propone que los docentes conozcan y utilicen 
herramientas tecnologías para fortalecer las TAC, garantizando el manejo 
computacional, los aspectos éticos, la gestión escolar, pero sobre todo del 
desarrollo profesional. En este contexto la actividad de los formadores de los 
estudiantes de pedagogía, futuros docentes y actores importantes del quehacer 
educativo “debe evidenciar pautas de la enseñanza aprendizaje con el uso de 
las TIC y TAC, acentuado en sus planes educativos, en actividades creativas 
y dinámicas que permitan aprovechar estas herramientas claves para el 
currículo, la evaluación, la pedagogía, y el desarrollo profesional en 


profundización y creación de conocimiento. 


Los próximos educadores, gestores de la calidad educativa deben 
priorizar en su formación el uso herramientas de las TIC y TAC; según Cortés 
(2013) “los recursos tecnológicos constituyen una mejora en la eficiencia del 


aprendizaje y logro educativo” p. 18 citado por Eurydicem (2011) 


En este sentido, es oportuno reconocer las debilidades de las 
instituciones del nivel de Educación Superior, en materia de formación a los 
prometidos educadores, de las cuales se puede citar: la universidad no integra 
claramente el uso de la tecnología en la práctica pedagógica; la misma que se 
resumen simplemente en una asignatura de computación general, separada de 
los diseños curriculares de formación docente; y, en los casos más alarmantes 
es insuficiente el acceso a la tecnología, donde el estudiante de pedagogía no 
tiene facilidades de uso de herramientas por aprender y enseñar, por último 
es limitada la habilidad en usar e introducir las TIC y las TAC en los PEA en 


los estudiantes y docentes del nivel de educación superior. 
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En este tejido cognitivo, es claro que la integración de la tecnología 
en el aula no sólo es aprende a cómo utilizarla; sino que, plantea nuevos 
paradigmas pedagógicos esgrimiendo el uso de las TAC, como comienzo en 


el aprendizaje constructivista. 


En el profesorado del nivel de educación superior y de manera 
implícita en los estudiantes de pedagogía, fututos profesores recaen la 
responsabilidad y decisión por utilizar las TAC en su práctica cotidiana, y son 
quien deciden los recursos, el momento y modo a emplear; desarrollando 
competencias en los ámbitos personal y docente. Lo que garantiza las 
intenciones administrativas y gestión de clase, y que, se avala la planificación 
de micro curricular, centrando el interés en la búsqueda de recursos, 
información y materiales que dinamiza la clase mejorando los ambientes de 


aprendizaje. 


Las actitudes de los docentes deben mostrar predisposiciones en la 
integración de las TAC, implicando un conocimiento de la realidad y muestra 
de agrado con tendencias a actuar en sus actitudes relacionadas por el grado 


de conocimiento, de aceptación y percepción de la misma. 
Proceso de Enseñanza Aprendizaje (PEA) 


La actividad docente en los ambientes de aprendizaje en el nivel de la 
educación superior se circunscribe en las transformaciones significativas, en 
los paradigmas y modelos de los procesos de enseñanza - aprendizaje. En este 


sentido, la incorporación de las TAC es un proceso técnico, en las 


metodologías de la enseñanza aprendizaje, ya que, tiene la posibilidad de 
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elaborar productos atrayentes para las clases. El teléfono celular, la cámara 
digital, tableta digital, la laptop o el ordenador, la grabadora de voz, el mismo 
teléfono celular, forman algunas de las herramientas que el docente y 


estudiante usan en la formación profesional. 


En este contexto, en los momentos actuales el PEA, implica nuevas 
formas de formar, aprender, trabajar cooperativamente y producir; respetando 
la individualidad y comunidad virtual. Según Mariana & Rodríguez (2017) 
cita a Dávila (2006) p. 28; quien expresa que “la generación Net es atrevida, 
curiosa, desafiante, independiente de fácil adaptabilidad, con autoestima alta 


y con orientación global” 


Hoy, en el siglo XXI, se hace referencia a las pedagogías emergentes 
como la agrupación de enfoques e ideas pedagógicas inscritas al uso de las 
TIC en educación y que rinde todo su fortaleza comunicativa, colaborativa, 
interactiva, creativa e innovadora de nueva cultura del aprendizaje, sensitivos 


a las permutaciones de la sociedad y, envueltos con la reforma didáctica. 


Sobre lo mismo, el uso de las TIC y TAC en educación puede 
conjeturar visiones inéditas de los principios didácticos; en opinión de 
Mariana & Rodríguez (2017) según datos tomado de Adell, Jordi; Castañeda 
(2012) “el profesor, como agente mediador conduce, para que sus estudiantes 
lleguen a la construcción del conocimiento” y en otro aporte, Díaz Barriga, 
Rigo Lemini y Hernández Rojas, (2015) ratifican que “la adquisición de las 
capacidades mencionadas, requiriendo no solo dominar las herramientas, sino 


también apropiarse de estas y adoptarlas como nuevas competencias para 
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enseñar.” Y, (Area, 2011) expresa que “El ser humano ha pasado de un 
modelo social a otro modelo de producción y difusión caracterizado por la 
multivariada procesos comunicativos mediante herramientas como Internet, 
e-mail, telefonía móvil, GPS, MP3, Web 2.0, televisión digital, realidad 


aumentada, e-books”. 


Si bien es cierto, la cultura del s. XXI se ha transformado 
multimediática y multimodal, en sus formas simbólicas y difundida mediante 
tecnologías, dando origen a coevolución entre tecnologías y el uso didáctico 


en el PEA. 


Los actuales signos de los tiempos consideran que el aprender a 
aprender no requiere de lugar ni tiempo determinado; existe la oportunidad 
de confrontar los saberes mediante la interacción social desde un ordenador, 


o equipo móvil. 


Mariana y Rodríguez (2017) ponen de manifiesto los estudios de 
López y Silva (2016), p. 3; quienes sostienen que “los dispositivos móviles 
interactúan con los PEA, haciendo fluida y frecuente la comunicación”; lo 
que ratifica la trascendencia que tiene la TIC y las TAC en la construcción 
del conocimiento en los PEA; con bienes transversales e interdisciplinares, 
que acrecientan el interés de los estudiantes y el trabajo colaborativo, la 
creatividad, la trasferencia de conocimiento, la accesibilidad a la información 


y fortalece el uso de esta herramienta para el desempeño profesional. 
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Las TAC y el Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) 


El ser humano consciente de forma directa e indirecta, que los 
dispositivos móviles como las Tablet y teléfonos inteligentes están 
modificando el status de vida y el entorno; los jóvenes son los primeros que 
utilizan las tecnologías para comunicarse, jugar, ver videos, leer entre otras 
cosas. De ahí que, nace la importancia de vinculación de la tecnología como 
recurso en las prácticas educativas y sobre todo en el aprendizaje basado en 


problema. 


Varios profesores saben de estas experiencias y las promueven, los 
dispositivos móviles son herramientas potencializadora para la ejecución de 


estrategias didácticas dentro y fuera del aula. 


Litovicius (2015) dice que “La creación de una metodología del ABP 
o trabajos por proyectos deben adaptarse a la dinámica del uso de estos 
recursos” (p.10). Ocasionando que los estudiantes sean los generadores de 
nuevos contenidos digitales en relación con el entorno y la salida didáctica. 
Así pues, la didáctica para el ABP con el uso de dispositivos propone 
estimular a los estudiantes hacia una participación activa en su propio 
conocimiento con emoción influyente en el aprendizaje cognitivo de los 


estudiantes. 


La metodología del ABP con el desarrollo de un producto digital se 
define como proyecto de aula y articulación interdisciplinaria, teniendo en 


cuenta la motivación, la participación y el compromiso individual; para ello 


es necesario contar con el apoyo de las autoridades del plantel educativo, el 
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compromiso y colaboración de los actores educativos para la concreción del 
mismo. El uso de las TIC y TAC posibilita a los estudiantes el desarrollo de 


las tareas en diferentes ámbitos. 


Definitivamente, es provechoso que todos los estudiantes se 
involucren en el proceso creativo de sus competencias; la realización de 
proyectos de ABP que involucran producciones innovadoras como las TIC y 
las TAC son estimuladoras para los jóvenes en la búsqueda de un futuro 


laboral en el mundo actual. 
En conclusiones 


e Los modelos pedagógicos para el siglo XXI, invoca propuestas 
metodologías de aprendizaje inscritas al modelo pedagógico virtual; la 
evolución de las TIC ha generado a las TAC, al permitir la inserción de 
nuevos PEA y superar la simple teoría o clases desmotivadoras. Las TAC 
emplean herramientas tecnológicas en beneficio del aprendizaje y del 
conocimiento, donde el estudiante es parte de esa inclusión digital y es 


válido para el docente en la formación de sus estudiantes. 


e El proceso de formación de educadores, debe inducir al uso de las TIC y 
las TAC, para aportar al desarrollo del pensamiento, la motivación 
intrínseca, y la madurez cognitiva de un aprendizaje consciente a causa 
de la indagación y el uso de estrategias tecnológicas colaborativas, 
interactivas y metacognitivas. Los próximos educadores, gestores de la 


calidad educativa deben priorizar en su formación el uso herramientas de 


Página 32 


Recurso tecnológico para la enseñanza de la Matemática 
GeoGebra 


las TIC y TAC; que constituyen una mejora en la eficiencia del 


aprendizaje y logro educativo. 


e El PEA, implica nuevas formas de formar, aprender, trabajar 
cooperativamente y producir; estrategias inscritas al uso de las TIC y las 
TAC en educación, manifestadas en su fortaleza comunicativa, 
colaborativa, interactiva, creativa e innovadora de nueva cultura del 
aprendizaje, sensitivas a las permutaciones de la sociedad y, la reforma 
didáctica. El aprender a aprender no requiere de lugar ni tiempo 
determinado; existe la oportunidad de confrontar los saberes mediante la 


interacción social desde un ordenador, o equipo móvil. 


e El ABP con el desarrollo de un producto digital a través del uso de las 
TIC y TAC posibilita a los estudiantes el desarrollo de las tareas en 
diferentes ámbitos, es provechoso en el proceso creativo de sus 
competencias; involucran producciones innovadoras, estimuladoras para 


los jóvenes en búsqueda de un futuro laboral en el mundo actual. 
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CAPÍTULO IV: LA CONSTRUCCIÓN DEL 
CONOCIMIENTO Y REGULACIÓN DEL APRENDIZAJE EN 
TAREAS COLABORATIVAS ASÍNCRONICAS 


En el mundo que cambia rápidamente, se necesitan métodos para la 
construcción del conocimiento y regulación del aprendizaje en tareas 
colaborativas asíncronas, cada vez más ingeniosas en el proceso de enseñanza 
aprendizaje para involucrar y aceptar lo aprendido. Por una parte, con las 
TAC se ha abierto un abanico de posibilidades en el ámbito educativo, donde 
los maestros interactúan con los estudiantes. Además, permiten a los 
estudiantes aprender a su propio ritmo a través de diversas herramientas y 
apoyan a los docentes en la preparación de su enseñanza. También, desde la 
TAC, los estudiantes y docentes acceden a una gran variedad de programas y 


herramientas de información y comunicación. 


Por ello, diversas investigaciones promueven el uso efectivo de 
softwares en diferentes áreas de conocimiento para el proceso de enseñanza 
aprendizaje, así como la incorporación de las TIC como medio didáctico, las 
cuales han propiciado el desarrollo de propuestas que facilitan el logro de una 
enseñanza más apropiada a los requerimientos de los estudiantes de estos 


tiempos (Sanabria, et al., 2015). 


Las tecnologías de la información y la comunicación (TIC) se han 
incorporado progresivamente a las instituciones educativas con el propósito 
de ofrecer una mayor cobertura a la población, automatizar los procesos 


administrativos, flexibilizar la enseñanza y mejorar los procesos de 
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aprendizaje de los estudiantes (Brun y Hinostroza, 2014; Campos Cruz y 
Ramírez Sánchez, 2018). En las últimas dos décadas, la oferta educativa en 
línea se ha consolidado como una opción formativa importante dentro de los 


sistemas de educación superior de todo el mundo (Lloréns, et al., 2013). 


El desarrollo tecnológico de distintas plataformas para el aprendizaje 
en línea, por ejemplo, Moodle, Claroline, Blackboard, Sakai, entre otros, ha 
influido de manera significativa en la reconfiguración de los sistemas 
educativos tradicionales al pasar de un enfoque orientado al profesor como 
principal agente educativo a un paradigma centrado en los estudiantes como 
actores activos en sus procesos formativos (Bliuc, et al., 2011; Conde 


Gonzáles et al., 2014). 


Una característica esencial de las plataformas LMS son las 
herramientas de comunicación asíncrona diseñadas para que los estudiantes 
colaboren a través de sistemas computacionales conectados en red, sin ningún 
tipo de restricción espacial y temporal. Oztok, et al. (2013), Castro, et al. 
(2016) y Castellanos, et al. (2018) hacen hincapié en que la comunicación 


asíncrona ofrece grandes ventajas para el aprendizaje de los estudiantes. 


Por otro lado, muchas investigaciones han propiciado discusiones que 
llevan a los educadores a reflexionar sobre la adopción de las mejores 
alternativas de enseñanza de las matemáticas que brindan un aprendizaje más 
significativo para los estudiantes por medio de las TIC. Según Torres y 
Macías (2009), “existen diversas estrategias para que los docentes puedan 


orientar a los estudiantes durante la práctica y resolución de problemas 
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matemáticos con el uso de las TIC, específicamente, mediante el uso del 


computador y... software” (p. 25). 


En el caso de las matemáticas, el proceso de enseñanza aprendizaje es 
complejo, tanto que estudiosos de este tema han propuesto una variedad de 
caminos metodológicos a fin de lograr mejoras. La particularidad de su 
aprendizaje exige un alto grado de abstracción. Esto limita a los estudiantes a 
la visualización y manejo de los conceptos abordados, lo que provoca 


confusión, errores y dificultades para abordar la solución de problemas. 


Con respecto a las técnicas del aprendizaje de conocimientos se puede 
decir que constituyen una lógica de transformación y replanteamiento de los 
procesos de enseñanza. Pues integran el aprendizaje formal a un entramado 
formativo más amplio y personalizable basado en los recursos, las 
interacciones y las herramientas que se emplean para aprender, abordando 
cuestiones conceptuales previas y el aprendizaje grupal o de equipo, 
abordando inicialmente su definición y tipos, entre los que se distinguen al 


aprendizaje cooperativo. 


Las universidades representan un punto de inflexión desde el cual se 
puede favorecer la apropiación de las TIC con la intención de que las nuevas 
generaciones desarrollen competencias para influir, modificar y transformar 
su realidad (Vargas, 2017). Lo anterior significa un cambio sustancial para 
las instituciones educativas que están en vías de digitalización, pues implica 
modificaciones en todas sus facetas; esto incluye los procesos de enseñanza 


y aprendizaje (Adell et al., 2018). 
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A partir de esta lógica de transformación y replanteamiento de los 
procesos de enseñanza en las universidades, se proponen los entornos 
personales de aprendizaje (PLE, por sus siglas en inglés) con el fin de integrar 
el aprendizaje formal a un entramado formativo más amplio y personalizable 
basado en los recursos, las interacciones y las herramientas que son 
empleados para aprender, Adell, et al., (2018); Chatti et al., (010); Halimi et 
al., (2014); Manso, et al-. (2015); Salinas, (2013). 


Las distintas concepciones teóricas, empíricas y pedagógicas acerca 
de los PLE coinciden en que se trata de un concepto emergente y en constante 
construcción (Álvarez, 2014) que busca, ante todo, incorporar aspectos 
personalizables en los entornos formales desde la intersección de lo formal 


con lo informal y lo no formal (Castañeda y Adell, 2014; Salinas, 2013). 


En concreto, los PLE pueden definirse como un concepto fuertemente 
condicionado por la tecnología (Casquero et al., 2014). Son entornos 
construidos por las personas, quienes juegan un papel activo al utilizar 
estrategias de construcción de conocimiento y desarrollo de habilidades 
metacognitivas. Emergen en diversos contextos socioculturales y son 


favorecidos por la intersección de distintos ambientes educativos. 


Se ha analizado mucho acerca del uso de las técnicas de aprendizaje 
del conocimiento por qué en los diferentes escenarios educativos no se 
generan una autentico desarrollo de las técnicas de aprendizaje. Una de las 


explicaciones más convincentes es que no se utiliza todas las técnicas del 
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aprendizaje en el desarrollo de las actividades académicas, pues que solo se 


utiliza ciertas técnicas del aprendizaje. 


Aprendizaje organizacional 


Los desafíos y retos económicos y sociales que en la actualidad 
afrontan las organizaciones, derivados fundamentalmente de la globalización 
de los mercados y la aplicación de las nuevas tecnologías de la información y 
comunicación, han suscitado un gran interés por el aprendizaje 
organizacional. Como señala Nonaka (2000) en una economía cuya única 
certidumbre es la incertidumbre, la mejor fuente para obtener ventajas 


competitivas duraderas es el conocimiento” (p. 24)”. 


En situaciones de incertidumbre y turbulencia se considera que 
solamente aquellas organizaciones que aprenden son capaces de sobrevivir y 
conseguir ventaja competitiva; (Garvin, 2000; Heijden et al. 2002; Marquardt, 
1996; Mayo y Lank; 1994; Pedler, Burgoyne y Boydell, 1991; Senge, 1990a, 
1990b; Swieringa y Wierdsma, 1993). 


La capacidad para aprender más, y de hacerlo más deprisa que las 
demás organizaciones, se convierte en la principal, y quizás la única ventaja 
competitiva sostenible, y por tanto la razón de subsistencia. En este sentido 
señala Sutton (1994,) “el aprendizaje comprende la capacidad de responder 
al cambio; si las organizaciones no aprenden están muriéndose o están 


muertas” (p. 80). 
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El aprendizaje organizacional facilta que las organizaciones 
acometan los cambios y transformaciones necesarios, ya que, al requerir una 
configuración estructural y cultural que fomente la innovación, la flexibilidad 
y la mejora (Huysman, 2000), y al promover la participación de las personas, 
otorgando a estas un mayor protagonismo e implicación en diferentes 
dimensiones de la vida, elimina las resistencias asociadas a estructuras 
burocráticas y jerárquicas. Aunque el aprendizaje organizacional apenas 
cuenta con una corta trayectoria ha tenido un importante eco en la actualidad 
a través de diferentes publicaciones, centradas en distintos enfoques o 


aspectos. 


En esta última publicación, a través de sus casi mil páginas, se hace 
una ingente labor de recopilación sobre el estado actual del tema desde 
diferentes perspectivas; en ella se analizan: (1) las aportaciones de las 
principales disciplinas científicas; (2) los factores externos que desencadenan 
el aprendizaje organizacional; (3) los factores y condiciones que moldean el 
aprendizaje organizacional; (4) los agentes del aprendizaje organizacional; 
(5) los procesos de aprendizaje organizacional y creación de conocimiento; 
(6) el aprendizaje y el conocimiento interorganizacional en un contexto 
global; (7) el desarrollo de prácticas de aprendizaje; (8) la puesta en práctica 


del aprendizaje; y (9) conclusiones finales y perspectivas futuras. 


Estos epígrafes constituyen un sugestivo índice al que resulta difícil 
sustraerse si se pretende realizar un análisis exhaustivo y comprehensivo del 
tema. En las páginas que siguen, sin perder la estela que marca esta obra, se 


resumen y analizan algunos de los aspectos y temas más relevantes, intentado 
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explicar en qué consiste y cómo se gestiona el conocimiento en este nivel de 


análisis colectivo. 


Entre los temas más importantes que se presentarán a continuación 
sobresalen: El uso de las TIC; el apoyo académico en sus clases presenciales 
o como herramienta pedagógica de clases virtuales; la valoración de Drive, 
según sus posibilidades técnicas y pedagógicas para facilitar a los estudiantes 
el aprendizaje de cálculo diferencial; y las perspectivas de las técnicas del 


aprendizaje conocimiento. 
Uso de software para el aprendizaje de la matemática. 


El software educativo ha propiciado cambios significativos en la 
forma de enseñar y aprender (Marcano, 2009). Según Morejón (2011), el 
software educativo es un medio didáctico digital autónomo, elaborado por un 
equipo multidisciplinario, encaminado al desarrollo de la personalidad de los 
educandos desde el punto de vista afectivo y cognitivo, a partir de la 
integración de recursos multimedia y en correspondencia con los objetivos 


del currículo. 


Por otra parte, Carranza (2011) sostiene que el uso de este tipo de 
software permite que los estudiantes mejoren notablemente en su 
construcción de conocimientos matemáticos significativos, operativos y 
estructurados. Ahora bien, se pueden implementar estrategias didácticas que 
integren distintas tecnologías, como el uso del software educativo, y 


desarrollar actividades de éxito. 
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El docente debe poseer competencias TIC para construir ambientes 
innovadores mediante la selección de estrategias y TIC adecuadas para que 
sus estudiantes logren sus objetivos de aprendizaje (Martín, et al., 2017), 
especialmente en matemáticas (Arévalo, et al., 2019), por lo que el software 
educativo es una de las herramientas importantes para el aprendizaje de los 


estudiantes (Pumacallahui, 2015) en matemática. 


Según Carranza (2011), los estudiantes, cuando tienen la oportunidad 
de usar las TIC, interpretan y desarrollan mejor los ejercicios que se les 
plantean, y así obtienen mejores resultados en sus evaluaciones. Asimismo, 
Pumacallahui (2017) indica que el software para la enseñanza matemática es 
uno de los recursos que la tecnología ha brindado a las ciencias, por lo que se 
convierte en un aliado del docente, estudiante o investigador que trabaje en 


algún problema relacionado con la matemática. 


Así, al diseñar una propuesta de trabajo en la enseñanza diaria de los 
conocimientos en el aula cobra mucha importancia en las medidas en que se 
utilizan las técnicas del aprendizaje en el desarrollo de la catedra, que sea a 
través de estas técnicas del aprendizaje en el proceso de enseñanza y de 


aprendizaje tenga un mejor desempeño en la actualidad. 


La finalidad de este breve trabajo es mostrar a importancia de lo que 
se puede mejorar utilizando las técnicas del aprendizaje, aplicándolas en el 


entorno educativa. 


En conclusiones: Las TAC están ligadas a planteamientos de una 


educación tradicional y presencial, con_poco_uso de las tecnologías de la 
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información y la comunicación para completar su formación; se detecta, tanto 
en el aprendizaje organizacional como en el grupal, la ausencia de modelos 
integradores que contemplen conjuntamente los múltiples factores implicados 
en ambos; implementación de la educación virtual se hace más común, 
aportando alternativas de enseñanza y aprendizaje colaboran en las 
instituciones; la Incorporación de plataformas virtuales facilita el aprendizaje, 


permite un manejo apropiado de las teorías y eJercicios trabajados en el aula. 
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CAPÍTULO V: FUNCIONALIDADES DEL 


PROGRAMA GEOGEBRA 


Definición de GeoGebra 
Es un software libre escrito en Java, está diseñado para interactuar 
dinámicamente en un ámbito en que se reúnen 


IE GEDTa la Geometría, el Algebra y el Análisis o 


Cálculo. Su nombre es un anagrama de las 
palabras Geometría y Álgebra o sea GeoGebra. Puede ser usado para 


Matemática, Física, Dibujo Técnico, etc. 


Funciones de GeoGebra 


° Dibuja puntos, intersección de dos objetos y punto medio. 

° Dibuja segmentos, vectores, rectas y semirrectas. 

° Dibuja triángulos, cuadriláteros, polígonos regulares e irregulares. 

° Dibuja circunferencias, arcos, sectores y cónicas. 

° Trazas perpendiculares, paralelas, punto medio, mediatrices, bisectrices 
y tangentes. 

e Mide distancias, ángulos, áreas y pendientes. 

° Hace traslaciones, giros, simetría axial, simetría central y homotecias. 

° Halla coordenadas y ecuaciones. 

° Representa curvas en el plano. 


° Calcula derivadas e integrales. 
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Interfaz de GeoGebra 


Existen dos maneras de introducir datos: Desde el teclado en el campo 
de entrada y con el mouse utilizando la barra de herramientas. Existen tres 
formas de representar los objetos: Gráfica (en la Vista Gráfica, como puntos, 
rectas, curvas). Simbólica (en la Vista Algebraica como coordenadas de 


puntos, ecuaciones) y Tabular (Hoja de Cálculo). 


Las tres representaciones responden al unísono y dinámicamente a 
cualquier cambio de valor en el objeto, sin importar cómo se haya creado. 
Cada objeto tiene un nombre y un valor asociado: se asigna automáticamente 


y puede ser modificado. 


Ilustración 1. Interfaz de GeoGebra 


—— 
Archivo Edita Vista Disposiciones Opciones Herramientas Ventana Ayuda 


. k... A 


ista Algebraica JA JAE oja 
Da OS ° 
Objets Dependientes 


s Botones 
de Vista 
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Menús 


Los Menús ocupan la parte superior de la ventana de GeoGebra. Se 
despliegan al hacer clic sobre ellos. 


Ilustración 2. Presentación del Menú de GeoGebra 


Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda 


Herramientas 


Son los objetos y operaciones gráficas más usuales. Se accede 
mediante los botones, cada botón visible es activado haciendo clic sobre él, 
si se selecciona la flecha de la esquina inferior derecha se despliega el menú 
mostrando todos los disponibles vinculados al visible. 


Ilustración 3. Herramientas 


BAYROG 


Detalle de herramientas: 


ANSE 


[+] 


ER] 


è Herramientas de Movimiento: 


o Elige y mueve El 


o Rota en tomo a un punto“ 


o Registro en Hoja de Cálculo ER] 
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Herramientas de Puntos: — 


Oo 


O 


Nuevo punto [a] 

Punto en Objeto “| 

Adosa / libera objeto “| 
Intersección entre dos objetos > 
Punto Medio o Centro Le] 


Número complejo E 


Herramientas de Rectas: Pa 


O 


O 


O 


Rectas que pasan por dos puntos 7] 


al 


Segmento entre dos puntos tal 


Segmento dados Punto extremo y tongitua 7 l 


Semirrecta que pasa por dos puntos 
Poligonal IS] 
Vector entre dos puntos Z) 


"a 
Vector desde un punto 
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e Herramientas de Trazos Especiales: 


o Recta perpendicular =l 
o Recta paralela = 


o Mediatriz[>ll 
o Bisectriz EJ 
o Tangentes | 


o Recta polar o diametral KS 
o Ajuste lineal LJ) 


o Lugar geométrico ES 


e Herramientas de Polígonos: 
o Polígono ES 


en 

o Polígono regular `“ 
A" S: IN 

o Polígono rígido = 


o Polígono vectorial | >] 


e Herramientas de Círculos y Arcos: 


o  Circunferencia dado su Centro y uno de sus puntos 


O 


o Circunferencia dados su centro y Radio `“ 


o Compás [el 


Š š O 
o  Circunferencia dados tres de sus puntos === 
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Semicircunferencia dados dos puntos T 
Arco de circunferencia con centro entre dos puntos 


. : oy 
Arco de circunferencia dados tres de sus puntos 2 


. P. 
Sector circular con centro entre dos puntos S=: 


š | 
Sector circular dados tres puntos de su arco] 


Elipse 8] 


e) 


Hipérbola 
Parábola 


Cónica dado cinco de sus puntos “| 


o Elipse o) 


`. 
Pl 


o Hipérbola °": 
o Parábola Ë S 


o Cónica dado cinco de sus puntos 4 
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e Herramientas de Medición: 


D 


O 


O 


Ángulo |<. 


E 


Ángulo dada su amplitud 
Distancia o longitud Z 

EF 
Area 


Pendiente Zi 


Crea lista U 


° 
e Herramientas de Transformación: NN 


Refleja Objeto en Recta N 


Refleja Objeto en Punto 2 

Refleja Objeto en Circunferencia (inversión) [Y 
Rota Objeto en torno a Punto, el ángulo indicado 
Traslada objeto por un vector = 


Homotecia desde un punto por un Factor de escala 
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+ Herramientas Especiales de Objetos: 


o 


O 


+ Herramientas de Objetos de Acción: 


° 


° 


o 


o 


+ Herramientas Generales: 


o 


o 


Inserta Texto] 


23] 
Inserta Imagen ás, 


Lapicero 


Relación entre dos objetos 


Cálculo de Probabilidades A 
Inspección de función Y 


Deslizador E] 

| etos E] 
Casilla de control para Mostrar / Ocultar Objetos + 
Inserta Botón [=] 


Casilla de Entra tal 


Desplaza Vista gráfica * 
Zoom de Acercamiento El 
Zoom de alejamiento 
Expone / Oculta objeto 
Expone / Oculta rótulo 
Copia Estilo visual E] 


| | 
Elimina Objeto. a 
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Vista gráfica 


En ella se pueden representar directamente objetos geométricos 
eligiendo la herramienta deseada con el mouse, al seleccionar una 
herramienta se muestra un texto de ayuda a la derecha. Podemos mover 
cualquier objeto arrastrándolo con el mouse o podemos ocultar o mostrar 


cualquier objeto en la ventana gráfica. 


Ilustración 4. Vista Gráfica 


Archivo Edita Vista Apañencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda 

` A | Al a s! F< Fe lance. Desplaza Vista Oráfica 
| ly ] e° e e! J>; O <š; e a | _ | Desplaza Vista Gratica o Ejes (Mayúsculas + Desplazar) 
LHe- 


+ 


Y Y Y v Y v Y u v T T T Y T Y u v T v v Y Y Y T Y Y ve 
112 141 240 -9 -8 -7 -6 - a la l- 8 9 10 11 42 13 14 15 (l 


Entrada 
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Vista algebraica 


En ella aparecen los valores numéricos de los objetos. Es posible 
ocultarla o mostrarla desde el Menú Vista. En ella existen 3 carpetas: Objetos 
Libres (no dependen de ningún otro objeto ya construido), Objetos 
Dependientes (el resto de los objetos) y Objetos Auxiliares (a partir de resituar 


los anteriores, se hace visible desde el Menú Vista). 


Cada una puede desplegarse haciendo doble clic en su nombre. El 
ícono de la izquierda de cada objeto informa sobre el estado actual de 
visibilidad (expuesto u oculto). Para cambiar el estado basta con hacer clic 
sobre dicho ícono. Los objetos aparecen con el mismo color que tienen en la 


Vista Gráfica. 


Ilustración 5. Vista Algebraica 


- Segmento 
2 a = 4.23 
> b = 1.43 
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Barra de entrada 


Por defecto se encuentra visible, se puede mostrar u ocultar desde el 
Menú VISTA. Permite introducir directamente desde el teclado números, 
operaciones, coordenadas, ecuaciones y comandos. Basta hacer clic sobre el 
campo de Entrada para posicionar el cursor en él y comenzar a teclear. Para 
aplicar el texto introducido se pulsa la tecla Enter. Si optamos por introducir 
un comando, ya sea tecleando su nombre o eligiendo de la lista desplegable, 


podemos pulsar Fl para conocer su sintaxis 


Ilustración 6. Barra de Entrada 


Hoja de cálculo 


La Hoja de Cálculo ocupa la parte central derecha. Se puede ocultar o 
mostrar desde el menú Vista. Por defecto, se encuentra oculta. Es una potente 
herramienta auxiliar que permite crear e interactuar con los objetos gráficos 


de forma tabular, o pegar y copiar tablas. 


Cada celda de la Hoja de Cálculo posee un nombre único (Al, C4...) 
que sirve de vínculo automático con el objeto que posea el mismo nombre. 
Ese nombre puede usarse en expresiones y comandos como referencia al valor 


que contenga cada celda. 
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Ilustración 7. Hoja de Calculo 


[=== 


mail |l diga ruasan 
E EM L L E Ari o mirin OT ER 


JE 


j 
l 


T] 
4 
= 
È 
7] 
E 
FE 
EJ 


FEl 


FEF 


HEDE 


il 


TABLA DE SÍMBOLOS 


Esta opción incluye operadores, constantes y letras griegas. Se 
despliega al hacer clic en el icono que aparece al colocar el cursor en el 


Campo de Entrada. 


Ilustración 8. Tabla de símbolo 


B | y = 
£ | O u 
£ | SO n 
* = 
Cc | e 
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Ayuda de entrada 


La Ayuda de Entrada contiene las funciones predefinidas y los 
comandos. Se despliega al hacer clic en el icono situado en la parte derecha 


de la Barra de Entrada 


Ilustración 9. Ayuda de entrada 


Ayuda de Entrada 
eE 


+ Todos los Comandos 
+ Algebra 

+ Cónica 

r Diagrama 

+ Estadisticas 

© Funciones y Cálculo 
= GeoGebra 

€ Geometría 

a Guiones - Scripting 
+ Hoja de Cálculo 

t Lista 

r Lógica 

+ Matemática Discreta 
+ Optimización 

+ Probabilidad 

+ Texto 

+ Transtormación 

+ Vector y Matriz 


Botones de vista 


En la parte superior derecha de cada vista, la barra del título cuenta 


con tres pequeños botones que facilitan algunas posibilidades: 


Ilustración 10. Botones de Ayuda 


SEa 
Jg 
Despliega o contae Barra de Estilo M 
Enventana independiente o integrada | 
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Las distintas vistas se pueden redistribuir en la ventana de GeoGebra. 
Basta arrastrarlas por su barra de título (es decir, hacer clic en su título y 


arrastrar a otra posición). 


Menú contextual de objeto 


Al hacer clic derecho sobre un objeto se muestra ese menú contextual, 
en el que se pueden elegir algunas de las opciones más frecuentes. Todas ellas 


se encuentran incluidas en el cuadro de diálogo de Propiedades del objeto. 
Ilustración 11. Menú contextual de objeto 


Punto A4 
Coordenadas Polares 


v ”. Muestra Objeto 
v As Muestra Rótulo 
$ Activa Rastro 
v © Objeto Auxiliar 


[Z Copia en Campo de Entrada 


[b] Renombra 
& Borra 


[A] Propiedades de Objeto ... 


La caja de diálogo de propiedades 


La Caja de Diálogo de Propiedades permite modificar las propiedades 


de los objetos como su medida, el color, sombreado, estilo de trazo, grosor de 
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trazo, visibilidad. Se puede abrir la Caja de Diálogo de Propiedades de 


diferentes maneras. Por ejemplo, seleccionando: 


“Propiedades” del Menú Contextual que se despliega con un clic derecho 


e El ítem Propiedades del menú Edita. 


La herramienta que Elige y Mueve y dando doble clic sobre un objeto en 


la Vista Gráfica para pulsar sobre el botón de “Propiedades” de la ventana 


emergente, la de Redefine. 


Básico | Cator | esto] avanzado | Programa e Guión - Scnpting| 


Hambre: [poligonos 


Definición: |Paligana|A, B, C] ` 
Subttuo- | 


Muestra Objeto 

M Selección Habililada 

E Muestra Rótulo: [emas 
E Muestra Rastro 

1 Objeto Fijo 


E Objeto Ausliar 


| 24 Bora || Aplica Valores por Omisión | 


En la lista que vemos a la izquierda en la Caja de Diálogo de 
Propiedades, los objetos aparecen organizados según su tipo (por ejemplo: 


puntos, rectas, circunferencias) facilitando la selección múltiple para el 


cambio de propiedades. 
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Es preciso seleccionar uno o más objetos de la lista para cambiar sus 
propiedades. Para seleccionar un conjunto de objetos del mismo tipo, basta 
con un clic sobre el correspondiente encabezado (por ejemplo, “Punto”) para 


pasar a cambiar las propiedades de ese conjunto. 


Según el tipo de propiedades que se desee modificar de los objetos 
seleccionados, se elige la correspondiente pestaña del encabezado del 


recuadro de la derecha (sea Básico, Color, Estilo, Avanzado). 


MENÚ CONTEXTUAL DE VISTA GRÁFICA 


Vista Gráfica 


Ç . v L Ejes 
Al hacer un clic derecho sobre cualquier parte E cuadrícula 


vacía de la Vista Gráfica se abre el menú contextual Q Zoom , 
EjeX: EjeY , 


de visualización. | Muestra Todos los Objetos 
Vista Estándar Ctl+M 


s| vista Gráfica... 


PROTOCOLO DE CONSTRUCCIÓN Y BARRA DE NAVEGACIÓN 


Para el análisis de las 


| 2 Protocolo de la Construcción Le = a 
m m ar 
construcciones ya realizadas, las m+ [e lele 
N" [Hombre — [Dannición Ivor 
4 Punto A A= {-1, 6) 
utilidades de Protocolo de la PT] 023 
3 Punto C C=(-2,8) 
Construcción y Barra de daa aai Tea 
a a 5 Elipse o Elipse con focos B, CquepasaporA a Sxe 1 + 20x- 12y» -51 
Navegación, ambas accesibles a don amiini 
A 2 š 7 Triángulo p1 Polígono B. C.A p1=2 
través del Menú Vista, pueden ser J RA 
d d 7 Segmento b Segmento [C, AJ de Triángulo p1 b=224 
e gran ayu a. 7 Segmento < Segmento [A, B] de Tránguio p 1 c”2.24 
[ E] (a ] 77 Í = ]Í 53.) 
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CAPÍTULO VI: EJERCICIOS RESUELTOS USANDO LAS 
ESTRATEGIAS DE RESOLUCIÓN DE PROBLEMAS Y EL 
PROGRAMA GEOGEBRA 


Presentación 


Se inicia esta presentación con el aporte de varios pensamientos de 


investigadores matemáticos: 


“Desde la más remota antigüedad la actividad primordial del 


matemático ha sido la resolución de problemas” (Anónimo) 


“La resolución de problemas debe ser el foco de la matemática 
escolares de los 90” (Primera recomendación del National Council of 


Teacher of Mathematics. 1981) 


“Enseñar matemática basándose fundamentalmente en la ocupación 
activa con problemas alrededor de los contenidos que se pretende 


impartir” (Miguel de Guzmán) 


“Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero en todo 


problema hay un descubrimiento” (Polya) 


“El paso decisivo para resolver un problema es saber que existe y 


saber plantearlo” (Einstein) 


“El arte de ser aburrido consiste en contarlo todo” (Voltaire) 
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“La enseñanza de la matemática debe incluir en todos los niveles, las 
oportunidades para: explicaciones a cargo del profesor, discusiones 
entre profesor - alumno y entre los alumnos, trabajo práctico 
apropiado; consolidación de práctica de técnicas y rutinas 
fundamentales, resolución de problemas, incluida la aplicación de la 
Matemática a situaciones de la vida diaria, trabajos de investigación”. 


(Informe Cockcroft párrafo 243) 


A continuación, se presenta una serie de ejercicios, propuestos por el 
Ministerio de Educación del Ecuador para el Bachillerato General Unificado, 
los mismo que constan en el libro texto del estudiante y en otros libros como. 
Algebra de Baldor, Algebra de Mancil, Calculo diferencial e Integral de 


Granville, Geometría Analítica Charles H. Lehmann, entre otros. 


La autoría de los ejercicios, responde a la estrategia metodológica, 
asumida por los autores y el grupo de apoyo constituidos por estudiantes de 
pedagogía de la carrera de Pedagogía de las Ciencias Experimentales de las 
Matemáticas y Física, asistida por docentes de la Universidad Técnica Luis 
Vargas Torres y docentes de las instituciones educativas, donde los noveles 


docentes en matemática realizaron vinculación con la comunidad. 
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Ejercicios resueltos primer año bachillerato 
1) Dados los puntos A= (0,2) y B= (3,0), hallar la ecuación de la recta, la 
longitud del segmento AB, la pendiente y su ángulo. 


Ecuación de la recta: y - yı = m (X —x!) 


y 2=-3(x-0) 3y -6 =-2x +0 2x+3y=6 


: YB-Ya _ 0-2 2 
Pendiente: mjg = —— = — Mar = —“ 
AB — Xp XA 3-0 AB 3 


Distancia: d=,/(Y2 — Y1)? + (X2 — X1)? 
d=/(2-0)2+(0-3)2=V4+9=v13 


d= 3,6 


Angulo: tg 9 =m 


a 
tg 0 = A 


=p-1_2 
0 =tg A 


0 = -33,69° = 146,3° 
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CONSTRUCCIÓN PASOA A PASO EN GEOGEBRA 


1. Ingresar en la barra de entrada A = (0, 2) y B= (3, 0). 


2. Herramienta A líneas para pasar de dos puntos hacer clic en el punto A 


y B, observe que en la ventana de vista algebraica aparece la ecuación de 


la recta. 


3. Herramienta Segmento. Pasar por los puntos A y B y obtendrá la 


distancia del segmento AB. 


4. Herramient 


pendiente, seleccione la recta y verifique el valor de la 


pendiente de la recta. 


5. Herramienta ”. Punto. Colocar dos puntos uno en la recta y otro en el eje 


X. 
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< Angulo. Clic en los 3 puntos y obtiene el ángulo que 


6. Herramienta 


forma la recta. 


7. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 


1. Calcule el Perímetro del triángulo y las ecuaciones de sus lados, con 


los puntos: A= (4,3); B= (-3,2) y C= (0,-5). 


Distancias: d=./(Y2 — Y1)? + (X2 — X1)? 
das= JG — 32 + 3 — 42= /C-D2 + 732 


dag= V1 + 49 diap=V50 duap=7,07 


dgc= Y (—5 — 222 + (0 + 3)2 = y (—7)2 + (3)? 


dyc=V4 +9 dgc= V58  dpc=7,62 


da= y (a= E ENRE 


dac= V64 + 16 dac= V80  dac=8,94 
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Perímetro: P= dar + dec + dac =7,07 + 7,62 + 8,94 
P= 23,63 
Pendientes: m = 2% 
X2-X1 
3-3 -1 
mis = a == Ma => 
-5-2 -7 
Mae = 3 T 8 mec = -3 
-5-3 -8 
Mag = paa a acs 2 
Ecuación de la recta: y - yı = m (x — X1) 
Y —YA= Mag (X — Xa) y-3= 1 (x-4) -x+7y = 17 
Y -YB=Mpc(X=XB) — y+3= -7 (x -2) 7x+3y=5 
Y —Yc= Mac (X — Xc) y +5 = 2 (x -0) -2x + y = -5 
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CONSTRUCCIÓN PASOA A PASO EN GEOGEBRA 


Y 


1. Ingresar en la barra de entrada A= (4,3); B= (-3,2) y C= (0,-5). 


2. Herramienta A líneas para pasar de dos puntos hacer clic en el punto A 
y B, luego B y C, por último, por los puntos C y A, observe que en la 


ventana de vista algebraica aparecen las ecuaciones de las rectas. 


3. Herramienta Segmento. Pasar por los puntos A y B;B y C; A y C; y 


obtendrá la distancia de los segmentos AB, BC, AC. 


4. Herramienta Potígona, hacer clic en los puntos A, B y C, obteniendo 
de esta forma las distancias de los segmentos y el área (A). 
5. En la barra de entrada ingresamos la palabra “Perímetro (Cónica)” 


colocamos dentro de los paréntesis “A”. 


6. Herramient A pendiente, seleccione las rectas y verifique el valor de las 


pendientes de las rectas. 
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7. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 


2. Dados los puntos A= (5, 4), B= (-4, 3) y C= (-1, -4), determinar las 
ecuaciones de las  mediatrices y las coordenadas del 
CIRCUNCENTRO. 


Pendientes: m = ral 
2-41 
4-3 1 
WEAS SCD 9 M>pa = —9 
-3-49 _ _ 7 _3 
Msc a 3 Mopc = > 
—(—4) 4 3 
mca =D 3 Maca = — + 
Puntos medios: z = 2% y = = 
E 2 US > 
a 25 _ 3-4 1 
Xpc = 2 = 2 men =, 
O m. P r. E 
Ye = = 5 = Jc == == 
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GeoGebra 
Ecuación de la recta: y - yı = m (X —x!) 
y —Yag= map (X Xp) 
7 1 
y-35 98-7 2y -7 = -18 x +9 9x+y=8 
y —ygc= Mzgc (X—Xpc) 
y ++) Ty += 3x 42 3x-7y=-4 


y — Yac = Mzac (X —Kac) 


y-0=-2(x-2)  4y=-3x+6 3x +4y=6 
Circuncentro: 
9x+ y=8 


- 3(3x“7y)=-4(3) 


9x-+ y=8 
—9% + 21y = 12 
- 22y=20 y=> 
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9x = 


GeoGebra 
10 10 88-10 
9x+y=8=>9x+H[ 2) =8 dt a PS 18 
11 11 11 
78 78 _26 
11 "99 33 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Ingresar en la barra de entrada los puntos A= (5, 4), B= (-4, 3) y C= (-1, - 
4). 


Herramienta A líneas para pasar de dos puntos hacer clic en el punto A 
y B, luego B y C, por último, por los puntos C y A, observe que en la 


ventana de vista algebraica aparecen las ecuaciones de las rectas. 


Herramienta he] medio o centro, hacer clic en los puntos A y B, luego en 
B y C, y por último en A y C, obteniendo los puntos medios de los 


segmentos. 


Herramienta EJ recta perpendicular, levantar desde el punto medio de la 
recta AB, BC y AC, de este modo obtendrá las ecuaciones de las 


mediatrices. 
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GeoGebra 


5. Herramienta Pd intersección de los objJetos, clic en dos mediatrices y 


obtiene el Circuncentro. 


: ABC| . wt . 
6. Herramienta insertar texto, escribir Circuncentro. 
7. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 


3. Calcule la Ecuación General de la Circunferencia que pasa por el 


punto P= (5,2) y tiene como centro C= (-1,-1). 


Distancia: d = y (y2 — y1)? + (x2 — x1)? 


dpc= y (2 + 1)2 + (5 + 1? dpc= / (3)? + (6)? 


dpc= y45 dpc= 6,71 dpc = r= 6,71 


Ecuación de la Circunferencia: 
(x — hy + (y — k} =r? 

2 
(x + 1)2 + (y + 1)2 = V45 


(x + DD? + (y + 1)2 = 45 


Ecuación General: 


(x? +2x+1)+(y2+2y+1) = 45 
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(02+2x+D+0?+2y+1)=24 
x2 + y2 + 2x + 2y + 2 = 45 
x2 + y2 + 2x + 2y = 43 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


1. Ingresar en la barra de entrada los puntos los valores para a, b, h y k. 


2. Herramienta casilla de entrada, asignamos la variable x1 


(abscisa de P) y toma el valor de a. 


3. Herramienta casilla de entrada, asignamos la variable y1 


(abscisa de P) y toma el valor de b. 


4. Herramienta casilla de entrada, asignamos la variable x2 


(abscisa de C) y toma el valor de h. 
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13. 


14. 


Recurso tecnológico para la enseñanza de la Matemática 
GeoGebra 


Herramienta casilla de entrada, asignamos la variable y2 


(abscisa de C) y toma el valor de k. 


Ingresar en la barra de entrada los puntos P=(5,2) y C= (-1,-1). 


Herramienta insertar texto, escribir “P=”+P y tiene el punto y las 


coordenadas. 


Herramienta inserta texto, escribir “C=”+C y tiene el punto y las 


coordenadas. 


Herramienta Segmento. Pasar por los puntos P y C, y obtendrá el 


radio de circunferencia. 


. Ingresar en la barra de entrada: (x — h)? + (y — k)? = r?. 


x” ABC| . sana A $ 
. Herramienta inserta texto, escribir: “Ec. Ordinaria” +d. 


. Ingresar en la barra de entrada: c(x, y) = Desarrolla((x — h)? + 


(y — k? — r2). 


A ABC] . EEE 
Herramienta inserta texto, escribir: “Ec. General” +c 


Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 


Dada la ecuación 3x — 2y = 6. Determinar la Intersección de los ejes; 


los puntos de intercepción; y el punto medio. 
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GeoGebra 


Solución: 


a). Intersección de los eJes, cuando 


x= 0 y=0 
3(0) -2y =6 3x — 2(0) = 6 
-2y=6 3x=6 
_ 6 _ 6 
= Es 
y=-3 x=2 
b). Puntos de intercepción. 
P, = (2,0) P, =(0,-3) 
c). Puntos medios 
_ XFX 5. X2 t1 
0+2 0 +(=3) 
s maas 
2 0-3 
Pm= — Pmp = = 
Pm=1 Pmy2 1,5 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


1. Herramienta |^ puntos, ingrese los siguientes puntos de cada recta 
mediante el mouse haciendo clic en los puntos de intersección: A=(0, - 


3),B= (2, 0). 


2. Herramienta F: líneas para pasar de dos puntos hacer clic en el punto B 
y A, observe que en la ventana de vista algebraica aparece la ecuación de 


la recta. 


3. Herramienta E medio o centro, hacer clic en A y en B da el punto medio 


de cada lado. 


4. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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GeoGebra 


5. Dado el triángulo de puntos A= (5, 3), B= (-2, -3) y C= (-3, 5). Calcular 


el área, las ecuaciones de los lados. 


Solución: 


1 

A= > 1(S)(—3) + (—2)(5) + GO) — -3)(—3) — (—2)(3) — (—5)(5)] 
1 

A= >[-15=10=9=946=—25] 


A = [—31] 


Pendiente AB Pendiente BC Pendiente CA 


A= (5, 3), B= (2, -3) B= (2, -3) C= (-3, 5). C= (23, 5), A= (5, 3) 


dos YB- YA mpc= yp- yc mcA= yc- YA 
XB— XA xB- Xc Xc— XA 
5-(-3) 5-3 
3-(-3) i ieas 2 
mag= BC = c= — 
e Ea) 3-(-2) 3-5 
6 == mca = — 
mAB=- mpc sa 
7 
1 
msc = —8 mca= -7 
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Ecuac. de la recta AB Ecuac. de la recta BC Ecuac. de la recta CA 


A= (5, 3), B= (-2, -3) B= (-2, -3) C= (-3, 5). C= (-3, 5), A= (5, 3) 


y - yi=m(x-x1) y -yi=M(x—X1) y - y¡=m(x-x1) 
y-3=%(-5) y-3=-80@+3  y-3= 4x5) 
Ty —21=6x - 30 SEA -4y +12=x-=5 
-6x + 7y =-30+21 AS x-4y=-5-12 
-6x + 7y = -9 (-) A x 4 y =-17 (+) 
6x-7y=90 x+4y=176) 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


US tocara Lis ati 
Acho Edición Vista Opciones Herramientas Ventana Ayu: 
» 


R. NE PAN EE 
a L |> Vista Grástica 


Tap? 


1. Herramienta |.^ puntos, ingrese los siguientes puntos de cada recta 
mediante el mouse haciendo clic en los puntos de intersección: A= (5, 3), 
B= (-2, -3) y C= (-3, 5). También puedes ingresar en la barra de entrada 
A= (5, 3), B= (-2, -3) y C= (-3, 5). 


2. Herramienta ® polígono, hacer clic en el punto, A.B.C y A. en la ventana 
de vista algebraica aparece los valores de las distancias de cada lado y el 


área del triángulo. 
3. Herramienta ^® texto escribir Área=31 y en la ventana de vista algebraica 
aparecerá el texto ingresado. 


4. Herramienta +”. líneas que pasan por dos puntos es para y encontrar las 


ecuaciones. 


5. Una vez realizado el ejercicio guarde el archivo. 
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GeoGebra 


6. Dados los puntos A= (5, 4), B= (-4, 3) y C= (-1, -4). Determinar: 
Ecuaciones de las alturas y las coordenadas del ORTOCENTRO. 


Solución: 
Pendiente BA 
_ YA -YB 
ds XA-—YB 
4-3 
4-3 
TBA 574 


Pendiente BC 
canal Yc -YB 
da Xc-YB 
3 =(=4) 
Mc 4- C1) 
3+4 
Maem EFi 
7 3 
Mga = -357 


Ecuaciones de las alturas 


y-yı=m(x-xı) 


y+4=-9(x +1) 
y + 4 = -9x -9 
9x +y = -9—4 
%+y=-130 


y - yi=m(x-Xi) 
y -4==(x-5) 
Ty - 28 = 3x -15 
-3x +7y =-15 +28 


-3x+7y=1309 


Pendiente CA 
aia Yc -YB 
ji Xc-yp 
4— C-4) 
Mca == 
4+4 
Mea = 541 
8 
Meca = 5 


y-yı=m(x-xı) 
y-3=-5 +4) 
4y - 12 = -3x -12 
3x +4y = -12 + 12 


3x +4y=0 @ 
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GeoGebra 
Ortocentro Remplazando 
9x+y=-13 @ O 9x + y =-13 
13 
3x +4 y = 0 @ (3) 9x+=-13 
9x=-13— = 
11 
— x + y = -13 156 
-9x - 12y = 0 33 
z 2 
—11y = -13 V S 33 
45 
11 


52 z) 


ORTOCENTRO-=(-— zz 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
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Herramienta | puntos, ingrese los siguientes puntos de cada recta 
mediante el mouse haciendo clic en los puntos de intersección: A= (5, 4), 
B= (-4, 3) y C= (-1, -4). También puedes ingresar en la barra de entrada 
A= (5, 4), B= (-4, 3) y C= (-1, -4). 


Herramienta -”. líneas que pasan por dos puntos, hacer clic en los puntos 
AyB,ByCyenC y A. se puede reflejar que en la ventana de vista 


algebraica se muestran las ecuaciones de cada recta. 


Herramienta Ad recta perpendicular, levantar desde la recta AB al punto 
C, recta BC al punto A y de la recta AC al punto B. Observar que da las 


ecuaciones de las tres alturas. 


Herramienta iteración de los dos objetos, hacer clic en las tres 


alturas, da las coordenadas del ORTOCENTRO. 


Una vez realizado el ejercicio guarde el archivo. 


Página 79 


Recurso tecnológico para la enseñanza de la Matemática 
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7. Calculela ecuación de la circunferencia que pasa por el punto p= 
(-2, 6), Q= (-4,-2) y C= (6, -2). 


Solución: 


Ecuación general de la circunferencia 
x? +y’ +D, +E,+f=0 

Reemplazamos los puntos P= (-2, 6) 

(—2)2 + (6)? +D(—2) +E(6) +f = 0 

4+36—2D+6E+f = 0 

—2D + 6E +f = —4—36 


—2D + 6E + f = -40 @ 


Reemplazamos los puntos Q= (-4, -2) 
(—4)2 + (—2)2 + D(—4) +E(—2) +f = 0 
16+4-4D-2E+f=0 


=4D-2E+f=-16-4 


—4D — 2E + f = —26@pa 80 


Recurso tecnológico para la enseñanza de la Matemática 
GeoGebra 


Reemplazamos los puntos Q= (6, -2) 
(6)? + (—2)2 + D(6) + E(—2) +f = 0 
36+4+6D-—2E+f = 0 
6D-2E+f=-36-4 


6D —2E+f = -40 6) 


En @ yO elimino E y F multiplico por (—1) 
-AD-2E+f=-20  (-1) 

6D —2E + f = —40 

4D+2E-f=20 

6D — 2E + £ = —40 


10D =- 20 
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En @ yO elimino F multiplico por (—1) 
—2D + 6E +f =—40 (-1) 

6D — 2E + f = —40 

2D- 6E — f = 40 


6D — 2E + £ = —40 


8D-8E -0 @ 
Buscar el valor de E Reemplazar valores D y E 
8D-8E=0 en la ecuación (2) 
8(-2)-8E = 0 4D — 2E + f = —20 
-16-8E=0 -4 (-2) - 2 (-2) + F = -20 
-8E = 16 8+4+F=-20 
p- F=-20-8-4 
-8 
E=2 F=-32 
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Ecuación general de la circunferencia es: 

x2— y2— 2x —2y — 32 = 0 

x2— 1—1+1—-—2x+y2—-1-1+1-—-2x—2y—32=0 
x2— 2x+y2—2y—32—-1-1+1-1-1-1=0 
x2— 2x+y2—2y—32—2=0 

x2— 2x+y?-2y-34=0 

x? — 2x + y? — 2y = 34 


(x-1) + (y— 1)? =34 Ecuación ordinaria 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


70 Edición Vista O tas Ventana Ayuda 


Entrada 


1. Herramienta insertar texto, Ecuación de la Circunferencia que pasa 


por tres puntos. 


2. En la barra de entrada ingresar valores arbitrarios para a, b, c, d, e, f. 
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9. 


10. 


11. 


12. 


13. 


Herramienta [>=] casilla de entrada, ingresamos la variable xi(abscisa de 


P) y se toma el valor a. 


Herramienta b- casilla de entrada, ingresamos la variable yi (abscisa de 


P) y se toma el valor b. 


Herramienta [>=] casilla de entrada, ingresamos la variable x2 (abscisa de 


Q) y se toma el valor c. 


Herramienta [>=] casilla de entrada, ingresamos la variable y2 (abscisa de 


Q) y se toma el valor d. 


Herramienta [>=] casilla de entrada, ingresamos la variable x3(abscisa de 


C) y se toma el valor e. 


Herramienta b- casilla de entrada, ingresamos la variable y3 (abscisa de 


C) y se toma el valor f. 
En barra de entrada ingresar P= (-2, 6) el punto y las coordenadas 
En barra de entrada ingresar Q= (-4,-2) el punto y las coordenadas 


En barra de entrada ingresar C= (6, -2). el punto y las coordenadas 


Herramienta Q circunferencia por tres puntos, hacer clic en los puntos 
P, Q, C y en la ventana vista algebraica se reflejará la ecuación ordinaria 


de la circunferencia. 


En barra de entrada ingresar “Ec. circunferencia:” + g y se insertara en 


la ecuación en la ventana grafica. 
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14. Herramienta k punto medio, hacer clic en la circunferencia g obtener el 


punto A o centro. 
15. Una vez realizado el ejercicio guarde el archivo. 
ECUACIÓN EXPLÍCITA Y ECUACION GENERAL DE LA RECTA 


8. Escribe la ecuación general de la recta, que pasa por los puntos A = 
(2, 0) y B = (4, 8) y determine: pendiente; los ángulos que forman con 
el eje X; la longitud del segmento AB, y las coordenadas del punto 
medio AB 


a) Pendiente 


_ Ay _ yp-ya _ 8-0 _ 8 _ 
map = Xx Map = YT — ¿A 


Xp-XA 4-2 

Ecuación de la recta 

y — ya = m(x— xp) y —0=4(x-—2) 
y = 4x — 8 Ecuación Explicita. 

—4x + y +8 = 0 Ecuación General de la recta. 

b) Los ángulos que forman con el eje x 


m = tg0 4 = tg0 0 = tan™t( 4) 0 = 75.96 
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c) Longitud del seemento AB 


dga = y (8 — 0)2 + (4 — 2)? = y (8)? + (2) 
dpa = V64 + 4 = 2417 = 8.25 


d) Coordenadas del punto medio 


k = 31 p = 22 
tE y 
Xm=3=3 Xm=3=4 
Pm = (8,4) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
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e Ubicar los puntos en el plano: En entrada colocar “A = (4,-8)” “B = 
(4,8)” 


e Luego para encontrar la ecuación de la recta ingresamos en entrada el 


siguiente comando “f:Recta(A,B)” 


e Seguido encontramos la pendiente ingresando en entrada el siguiente 


comando “a:Pendiente(f)” 


e Para saber el punto medio del segmento AB ingresamos el comando 


“E:PuntoMedio(A,B y” 


e Para finalizar encontramos la distancia ingresamos el siguiente comando 


“AB:Distancia(A,B)” 
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RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES 


9. Hallar la ecuación de la recta, s, paralela a y = = x + 9 que pasa por 


el punto (6,2) Determine: El ángulo con el eje X 


Análisis: Son rectas paralelas aquellas rectas que tienen iguales pendientes. 
3 
mı = m: = 
Ecuación de la recta paralela 
3 
y — ya = M(x — x4) y-2=>(x-6) 


T2 


2(y — 2) = 3(x — 6) 2y—4 = 3x — 18 


—3x + 2y + 14 = 0 Ecuación General de la Recta 
-3x +2y+14=0 (2) 


=3x 2y 14 0 


2 9 toa 2 
3 


3 se Z 
y=sx-— 7 Ecuación explícita 


Página 88 


Recurso tecnológico para la enseñanza de la Matemática 
GeoGebra 


Los ángulos que forman con el eje x 
m=tgg  ]=1tg0 0 = tan-1(2) 0 = 56.31 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Identificado como JaviesQuinonez 


» Vista Algebralca 
A=(10.98,9.59) 
B = (28.52, 9.39) 


3 
ery=3x19 


e Ingresar el Punto en la entrada “C= (6,2)” 
e Ingresar la recta en entrada con el siguiente comando “r:3x/2+9” 


e Para ingresar la pendiente ingresamos en entrada el siguiente comando 


“a:pendiente(r)” 


e Y para encontrar la ecuación ingresamos en entrada el siguiente 
< 
— y 


seleccionamos la recta y dos puntos en el plano para que de manera 


comando “f:Recta(C,r)” 


e Y para encontrar el ángulo utilizamos el icono de 


antihorario encontrar los ángulos 
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10. Hallar distancia del segmento comprendido entre xi = 2; x2 = 5 para 


la siguiente recta x — 3y = —4 


SOLUCIÓN 


1. Teniendo la ecuación, despejamos la variable “y” 


x — 3y = —4 = 


2. Reemplazando los 2 valores correspondientes a “x” en la ecuación 
despejada, obtenemos los puntos de intersección con la recta 
x+4 2+4 tA Sta, 


nS a A SSS. 


P, (2,2) P2(5,3) 


3. Para finalizar, con el uso de la fórmula de distancia entre dos puntos 


obtenemos la longitud del segmento comprendido entre los puntos. 


ds = y (x2 — x1)? + (y, — y1)? 


d; = JG —2)2 + 8-1)? 


d; = V9 + 4 = VI3 
d, =3,61u 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


e Enlabandeja de entrada se introduce la ecuación x — 3y = —4 

e Enlabandeja de entada se introduce x =2 y x =5 

e Seleccionar el punto de intersección entre las perpendiculares del eje 
(x) y la ecuación de la recta. 


e Usando la herramienta segmento [2] unir los puntos de intersección 


con la recta. 
e Usando la herramienta distancia Z“ unir los puntos del segmento. 


e Con la herramienta asc] ingresa la orden de la actividad. 
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GeoGebra 


11. Hallar la distancia del segmento comprendido entre yi=1; y2=6 para 


la siguiente recta 3x — y = 4 


SOLUCIÓN 


1. Teniendo la ecuación, despejamos la variable “x” 


3x—y=4 == 


2. Reemplazando los 2 valores correspondientes a “y” en la ecuación 


despejada, obtenemos los puntos de intersección con la recta 
_yi+4 1+4 5 


7 5 y2+4 6+4 10 

š 3 3 3 > 3 2.3503 
5 10 

PE) 10 

23 Pa (26) 


3. Para finalizar, con el uso de la fórmula de distancia entre dos puntos 


obtenemos la longitud del segmento comprendido entre los puntos. 


ds = V (x2 — 1)? + (y2 — y1)? 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


e Enlabandeja de entrada se introduce la ecuación 3x — y = 4 
e Enlabandeja de entada se introduce y=1 y y=6 
e Seleccionar el punto de intersección entre las perpendiculares del eje 


| 


e Usando la herramienta segmento unir los puntos de intersección 


ç. 


y” y la ecuación de la recta. 


con la recta. 


N 


e Usando la herramienta distancia unir los puntos del segmento. 


e Con la herramientasc| ingresa la orden de la actividad. 
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12. Dado el siguiente cuadrilátero A (1,2); B (1,6); C (5,6); D (5,2); hallar: 


a) Tipo de cuadrilátero 


Para entender que tipo de cuadrilátero es, tenemos que entender que existen 
varios tipos de cuadriláteros que se diferencian por la relación entre sus lados 


y sus ángulos. 


Primero hallar la longitud de los lados usando la fórmula de distancia entre 


dos puntos. 


das = Y (xz — x1)? + (O — y1)? 
das = JG - 1} +(6-2)? = VI6 = 4u 


dge = Y (2 — x1)? + (Y, — V1)? 
dec = y (5 — DD? + (6-6) = V16 = 4u 


dep = Y G — x1)? + (y — y1)2 
dep = V (5 — 5)? + (2 - 6)? = VI6 = 4u 


dpa = y @2 — x1)2 + (y, — y1)? 
dpa = /a—52 + (2 — 2)? = V16 = 4u 
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Segundo hallar dos ángulos de la figura usando la propiedad de la tangente 


Inversa. 
-1 (%2 771 a = tan`! (2 — =) 
0 = tan Ë 2) X2 — Xx 
2 1 
— 6 
6-2 t a )=90° 
0 = tan” (=) = 902 a arg 5 = 5 


Gracias a estas condiciones se asume que el cuadrilátero se trata de un 


cuadrado ya que sus lados y ángulos son iguales. 
Perímetro de la figura. 


Para hallar el perímetro usamos la fórmula de perímetro de un cuadrado. 


Pasco = 41 = 4d = 4(4) 
P=16 


Area de la figura 
Con el uso de la fórmula de área de un cuadrado, encontramos el área. 


Aagco = 12 = 42 


A=16 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Yeri Gruezo 


e Enlabandeja de entrada introducir los puntos que forman el cuadrilátero. 

e Usando la herramienta polígona Punir los puntos antes insertados. 

e Con el uso de la herramienta distanci;/ unir los puntos AB, BC, CD, 
DA. 

e Introducir en la bandeja de entrada P=a+b+c+d para hallar el perímetro 


de la fi š = 
e la figura > 


e Con eluso de la herramienta área seleccionar el interior de la figura. 


e Conla herramiente asc ingresa la orden de la actividad. 
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13. Dado el siguiente triángulo de finido por los siguientes puntos À = 
(1.4) ; B= (2.2) ; C = (7.1) hallar: 


Con el uso de la fórmula de pendiente entre dos puntos se encuentra la 
pendiente que se genera en cada lado. Luego se obtiene la pendiente 
perpendicular a la obtenida sabiendo que dos pendientes son perpendiculares 


si su producto resulta -1. 


m. ' m = —1 
m DE Ya m _ )2 — 31 mas m. 
AB X2 — X1 B€ X2 — X1 X2 — X1 
2-4 1-2 1 4-1_ 
ta ma. Manaa 
1 == 
lma => l msc = 5 £ 2 
mca = 


Con el uso de la fórmula de punto medio, obtenemos el punto medio de cada 


segmento. 


Pa = yi EO Pa (2222) Pa (232,222) 


2 ° 2 2 ` 2 2 2 

1+2 4+2 2+7 2+1 7+1 1+4 

a s 
Ba (3:3) na (77) p. (457) 
mZ TEND” 2 PAZ 
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Ecuación de las mediatrices y el circuncentro. 


Con el uso de la ecuación punto pendiente, se obtiene las ecuaciones de las 
mediatrices con el uso del punto medo y la pendiente perpendicular a la que 


se encuentra el punto medio. 


y—yi =m(x—xi) y-—Jyi=m(x- xı) y — y, = m(x — xı) 


1 3 5 3 9 
y-3=3(x-3) y-3=20-0 — y-xz=s[z-2) 
4y — 12 =2x — 3 2y—5 = 4x-16 2y — 3 = 10x — 45 
2x — 4y = —9 4x — 2y = 11 5x — y = —21 

MEDIATRICES 
2x — 4y = —9 
4x — 2y = 11 


Aplicando la resolución de sistema de ecuaciones con dos incógnitas en 


concentramos el punto de intersección el cual correspondería al circuncentro. 


ss a CIRCUNCENTRO 
lar =2y=11 (—2) 31 31 29 
(2) -4y ==> la el 
| 2x — 4y = —9 6) H Se 
—8x + 4y = —22 3i=12y==27 
_ 31 r 
A 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


e Enlabandeja de entrada se introduce los puntos del ejercicio. 
e Usando la herramienta de recta LA unir el punto AB BC CA. 
e Usando la herramienta polígona 5, formar la figura. 


e Usando la herramienta punto medio ,-” y luego hallar el punto medo AB 


BC CA. 

e Con el uso de la herramienta perpendicular EN seleccionar dos veces el 
punto mede de cada lado. 

e Con el uso de la herramienta intersección >< seleccionar las rectas y 
posteriormente a eso se hallará circuncentro. 

e Usando la herramienta = introducir las palabras “madiatrizl” 


“mediatriz2“““mediatriz3” y por último “CIRCUNCENTRO” 


e Con la herramienta sc, ingresa la orden de la actividad. 
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DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. 


14. Hallar la ecuación de la recta que pasa por dos puntos À = (5.3) B = 
(-2,-3) además encontrar, la pendiente, el ángulo con el eje X, la 


longitud AB, las coordenadas del punto medio. 
Solución: 


Ecuación de la recta dado en dos puntos 


Yn y = 2) (x — x1); 


X2—X1 


EE e-s y (e-s 
7(y-3) = 6(x-5); 
Ty — 21 = 6x-30; 
- 21+ 30 = 6x-7y 


6x-7y = 9; ecuación ordinaria de la recta. 


i z 3-(-3 6 
Pendiente: m = 22%, m = ( ).m = -. 
X2—X1 5—(—2) 


Angulo: tan”! (£) = 0;luego 0 = 40.60°. 
i g 
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Distancia AB: dag = J (92 — Y1)+(x2-x1)2; 
destacan daa = J C 6)2 + (CP? = V36 +49; 
dag = V 85 ; dag —9.22u 


Punto Medio x = 1172. 
1+r 
_5+1-(C2) 5-2 3 
“Ta, AOS 
Itz., L 3+1*(—3). _ 3-3. _ n. 
a aa s y = 0; 


DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 


Calcule la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A=(S 3) B=(-2.-3). 
ademas la pendiente el angulo y el eje x la longitud AB las coordenadas del punto mi 


Cusme Alava Fablana 
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Se usa la barra de herramientas y el mouse, para determinar la ecuación, la 


pendiente y la distancia entre los puntos. 


Herramienta Punto. Colocar dos puntos sobre intersecciones de la 


cuadricula en las coordenadas (5,3) y (-2,-3). 


Herramienta .-] líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en el punto 


A y en el B. Observe que en la ventana de vista algebraica aparece la 
ecuación de dicha recta. 

¡Herramienta Segmento. Unir los puntos con segmentos haciendo 
clic con esta herramienta sobre los puntos. Luego clic derecho sobre la 
recta y desactivar muestra objetos, para que quede solo el segmento AB. 


Herramienta | +] punto medio, hacer clic en los puntos A y B para 


obtener el punto C punto medio del segmento AB. 

Herramienta pendiente, hacer clic sobre la línea obtiene el valor 
de la pendiente el cual aparece en la ventana de vista algebraica y sobre 
el grafico. 

Herramienta distancia dar clic en los dos puntos A y B, obtenemos 


la distancia de dichos puntos. 


Herramienta ángulo dar clic en el eje x y en la recta AB, obtiene el 


ángulo que forma la recta AB con el eje x. 
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° Observe que en la ventana de vista algebraica todos los objetos ingresados 
como datos son objetos independientes, y los que son resultado de 
procesos, aparecen como objetos dependientes es decir que si 
modificamos algún punto activando el primer cuadro de la barra de 


herramientas todos los datos se modifican automáticamente. 


° Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS. 


15. Calcular el ángulo que forman las rectas que pasan por los puntos: 


A= (5,3), B= (-2,-3) y C= (-3, 5), D= (2.-2), y las coordenadas del punto 
de intersección. 


Solución: 


Pendiente AB:m, = al r= oi a - 
2 “1 EN 


Y2-Y1, _ 5-02), 


2 


Pendien D:m = mM) = 
endiente CD:m, sassa. 2.) m, = — 


Ecuación de la recta AB: y — y, = m (x — x1); 


Se remplaza dicha ecuación con los valores que se obtuvieron de las dos 


pendientes: 


y-3= (2) @ — 5); 
7(y — 3) = 6(x — 5) 
7y — 21 = 6x — 30; 

-21 + 30 = 6x -7y; 

6x—7y=9 


Ecuación ordinaria de la recta AB 
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Ecuación de la recta CD: y — y, = m(x — xı); 
y-5=(2) (+3) 
- 5(y - 5) = 7(x+ 3); 
-5y + 25= 7x+ 21; 
Tx + 5y= 4 


Ecuación ordinaria de la recta CD. 


mz2-mM1 


Ángulos entre dos rectas: tan (a) = E 
21 


tan(a) = de tan (a) = A: tan(«) = 


5 


9 E 9 
tan(a) = 7; a = tan“! (- 2) ; <= —84.94° 
El signo negativo indica que se tomó las pendientes en sentido horario. 


Punto de intersección recta AB y AC. 


6x—7y=9 x(5) 
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Tx+5y=4 X(7) 
30x — 35y = 45 


49x + 35y= 28 sumando las dos ecuaciones 


79x = 73 


y Le 73 39 
Punto de intersección: E= Co E mo) 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA. 


x |» Vista Gráfica 


A 


° Herramienta e Punto. Colocar los siguientes puntos de la recta 


mediante el mouse haciendo clic en las coordenadas 
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° a [Al líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en el 
punto A, B y C, D. Observe que en la ventana de vista algebraica 
aparece la ecuación de dicha recta. 

° Herramienta pendiente, hacer clic sobre las líneas y se obtiene 
el valor de la pendiente 1 y 2 el cual aparece en la ventana de vista 
algebraica y sobre el grafico. 

° Herramienta [<] ángulo dar clic en el sentido anti horario de la recta 
AB y luego en la CD y se obtiene el ángulo que forma dicha recta. 

° Herramienta Pee intersección clic en la recta ab y cd para obtener 
el punto de intersección de las rectas. 

Herramienta 7] Segmento. Unir los puntos con segmentos haciendo clic 

con esta herramienta sobre los puntos. Luego clic derecho sobre la recta 


y desactivar muestra objetos, para que quede solo el segmento. 
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GRÁFICA DE SISTEMA DE ECUACIONES. 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones empleando el método gráfico. 
y-2x=0 
Despejar lą y + x = 3 ecuaciones. 


Primera ecuación: y =2x. Segunda ecuación: y=3 -x 


Calcular unos cuantos puntos de las dos funciones para representarlas. 


Utilizamos, por ejemplo, x = 0, 2, en la tabla. 


La solución del sistema es el punto donde las gráficas se cortan: 


x=1 
ha 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA. 


X Vista Gráfica 


° Herramienta Punto. Colocar dos puntos sobre intersecciones de la 
cuadricula en las coordenadas (0,0); (2,4); (0,3); (2,1) ocultar letras y 
dejar solo valores. 

° Herramiental incas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en el 
punto P1 y en el P2 punto P3 y P4. Observe que en la ventana de vista 
algebraica aparece la ecuación de dicha recta. 

° Escribir en el comando de entrada el resultado de la ecuación la cual 
seria y=2x e y = 3- x. 

° Dar clic izquierdo sobre la recta y dar enter en propiedades para cambiar 
color y para ponerle valor a los puntos. 


° Después de realizar todo el proceso le damos guardar archivo. 
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ECUACIÓN DE LA RECTA, ÁNGULO E INTERSECCIÓN. 
16. Calcule la ecuación de la recta que pasa por los puntos A= (4,2) y m= 


-1/2 hallar la intersección con los ejes y su ángulo. 
Solución: 


Ecuación de la recta dado dos puntos (y -y1) = m (x - x1) 

y—2 =- (x-4; 2(y — 2) = —1(x — 4); 2y — 4 = —x + 4; 
Angulo: tan 1 (- 2) = ĝ; luego 0 = 153.44° 

Intersección con los ejes: Si x=0, y=4 


Si y = 0 y x =8 luego los puntos de intersección son: P, = (0,4)P, = (8,0) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO. 


° Herramienta Jasc] inserta texto, escribir enunciado del problema: 


Página 111 


Recurso tecnológico para la enseñanza de la Matemática 
GeoGebra 


“Construcción la ecuación de la recta que pasa por el punto A de 
coordenadas (x, y) y de pendiente m’. 
En la barra de entrada ingresamos las variables a, b, m asignándoles 


diferentes valores. 


Herramienta |[*='casilla de entrada asignamos a la variable de una 
pendiente(m). 

Herramienta casilla de entrada asignamos la variable x (abscisa). 
Herramienta casilla de entrada asignamos la variable y (ordenada) 
Barra de entrada y-b= m*(x-a), que es la fórmula de la ecuación de la recta 
dado la pendiente y un punto. 

Herramienta Dx Jintersección de dos objetos, clic en el eje X y en la recta 
de la ecuación dada, obtiene el punto P, 

Herramienta [PJ mersección de dos objetos clic en el eje Y al punto P2. 
Barra de entrada asignamos al punto P las coordenadas a, b. 

Herramienta L4 recta perpendicular levantar desde el eje X al punto P. 
Herramienta [recta perpendicular levantar desde el eje Y al punto P. 


Herramiex| | pendiente verifica el valor de la pendiente de la recta. 


Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA CIRCUNFERENCIA DADOS TRES PUNTOS 
17. Calcule la circunferencia que pasa por el punto P= (5,3), Q= (6,2) y 
S= (3.-1). 


La ecuación general circunferencia x? + y? + Cx + Dx + E = 0 
Remplazar el punto P: 
(62+(32 +C(5) + D(3) +E = 0 
25+9+5C+3D+E =0 
5C + 3D + E = —34 
Remplazar el punto Q: 
(6)? + (2? + C(6)+ D(2) +E = 0 
36+4+6C+2D+E=0 
6C + 2D + E = —40 
Remplazar el punto S: 
(3)? + (1)? + C(3G3) + D(—-1) +E = 0 
9+1+3C-D+E=0 
3C — D + E = —10 


Resolver el sistema de ecuaciones 3x3, vamos a utilizar el método de 


reducción. En 1 y 2 elimina E: 
5C + 3D + E = —34 


—6C —2D —E = 40 
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—C +D 


II 
oN 


En 2 y 3 elimino E: 
6C + 2D + E = —40 
—3C +D — E = 10 
—3C +3D = 6 


Voy areducir la ecuación 4 y 5 multiplicare la ecuación 4 por 3 para 


eliminar la C. 
—C+D=6 (3) 
3C +3D = —30 


—3C +3D = 18 


6D = -12 
D _ 12 
=D = -2 
Remplazo C y D en 
-C+D = 6 
-C + (-2)= 6 
-C—2= 6 
-C= 6+2 
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-C= 8 
C=8 
> Remplazo la ecuación 3 para encontrar E. 
3(—8) — (-2) +E = -10 
24+2+E=-10 
E= -10+24+2 
E= 12 
El valor C, D y E reemplazo con la ecuación general circunferencia. 
x? +y? +Cx+Dy+E=0 
x? +y? — 8x — 2y+12 = 0 
Hallar la ecuación canónica. 
(x — h)? + (yk)? = r? 
(x? — 8x) + (y? — 2y) = -12 
(x? — 8x +16) + (y? — 2y +1)= -12+16+1 
fp, 


5 
Centro A: 
A= (h, k) 


A= (4, 1) 
Radio (1): V5 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° Enlabarra de entrada ingresar los valores arbitrarios a, b, e, f, h, k. 


° Herramienta” casilla de entrada, asigna la variable x1 y toma el valor 


de a. 
+ Herramienta ` casilla, asigna la variable y1 y toma el valor de b. 
e Herramienta “` casilla, asigna la variable x2 y toma el valor de e. 
+ Herramienta `“ leasa, asigna la variable y2 y toma el valor de f. 
e Herramienta “` asilla, asigna la variable x3 y toma el valor de h. 
+ Herramienta `“ [casia asigna la variable y3 y toma el valor de k. 


ABC 


° Herramienta inserta texto, escribir “P” =+P y tiene el punto y las 


coordenadas. 
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+ Herramienta — inserta texto, escribir “Q” =+Q y tiene el punto y las 
coordenadas. 

+ Herramienta ~ inserta texto, escribir “S” =+S y tiene el punto y las 
coordenadas. 


e Herramienta + 3 “cunferencia dados tres puntos, hacer CLIC en el punto 
P, Q y S. en la ventana de vista algebraica aparece la ecuación canónica 
de la circunferencia. 

° Herramienta | ,"| punto medio, hacer CLIC en la circunferencia para 


obtener el pumo A o centro. 


e Herramienta _ mover, CLIC en los recuadros de ingreso para cambiar 
los valores, los resultados cambiaran automáticamente. 


e Una vez terminado el ejercicio debemos guardar el archivo. 


Página 117 


Recurso tecnológico para la enseñanza de la Matemática 
GeoGebra 


ECUACIÓN DE LA RECTA DADOS DOS PUNTOS 


18. Encuentra la ecuación de la recta que pasa por los puntos A= (5,4) y 
B= (3.2). 


Buscar la ecuación de la pendiente 
y=mx+b 


y2 — Yı 
X2 — X1 


2-4 


TET E 


n2 
=2 
m=1 
Sustituir la ecuación de la pendiente con el punto b 
y=mx+b 
2=1(3+b 


2=3+b 


Así que la ecuación de la recta que pasa por la pendiente y punto b 
y=mx+b 


y = 1x —1 
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y=x-1 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° En la barra de entrada ingresar los valores arbitrarios a, b. 

° Barra de ingreso: y = mx +b , que es la fórmula de la ecuación de la 
pendiente y un punto. 

° La herramienta œ intersección de dos objetos, clic en el eje X y en la 
recta de la ecuación dada, obtiene el punto Pl. 

° La herramienta œ intersección de dos objetos, clic en el eje Y y en la 
recta de la ecuación dada, obtiene el punto P2. 

e Herramienta ` recta perpendicular levantar el eje X al punto P. 

e Herramienta ` recta perpendicular levantar el eje Y al punto P. 


° Herramienta < pendiente verificar el valor de la pendiente de la recta. 


E 


e Herramienta = mover, CLIC en los recuadros de ingreso para cambiar 


los valores, los resultados cambiaran automáticamente. 


Página 119 


Recurso tecnológico para la enseñanza de la Matemática 
GeoGebra 


Una vez terminado el eJercicio debemos guardar el archivo. 


ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS 


19. Si una recta pasa por los puntos A= (- 1,2) y B= (4,3) y otra por el punto 
C= (0,1) y D= (3,5). Calcular el ángulo entre las dos rectas. 


Primero trazar ambas rectas con los puntos A y B, y trazamos otra recta con 


los puntos C y D. 


La fórmula para calcular el ángulo de esas dos rectas es: 


m; — ma 
tan Ø = ———ə——— 
1 +m, — m, 


También se calcula la ecuación de la pendiente de la final: 


Y2 — Yı 
m, = == 
X2 — X1 
_5=1 
M 3=0 
4 
m=z 
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También se calcula la ecuación de la pendiente inicial: 
IE yı 
m, = —— . 
X2 — X1 
_ 3-2 
mT C 
1 
m=z 
Calcular la tangente del ángulo: 
4 1 ani 17 (15) 
3. and = === 
tano = 3 19 (15) 
l+3-—8+ 
3 5 "g 17 
and = 
20-3 
tan Ø = EN 
1+ TE 
17 
17 Ø = tan 1(—) 
tan Ø = 15 sá 
1544 
15 Ø = 41.82? 
17 
- 5 
tan @ = 19 
15 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


DOC ANBE 


e Herramienta +" Punto. Ingrese los siguientes puntos de cada recta 
mediante el mouse haciendo clic en las coordenadas: (-1,2), (4,3) y (0,1), 
(3,5). 

e Herramienta .* líneas que pasan por los dos puntos, hacer CLIC en el 
punto A, B y C, D. En la ventana de vista algebraica apareció la ecuación 
de la recta. 

° Herramienta pendiente, CLIC sobre cada línea obtiene el valor de las 
pendientes las cuales aparecen en la ventana de vista algebraica y sobre 
cada grafico 

° Herramienta ángulo ^ CLIC en sentido anti horario en la recta AB y 
luego en la recta CD, obtiene el ángulo que forma la recta AB y CD. 

e Herramienta = intersección, CLIC EN RECTA a en la recta b, para 
obtener el punto de intersección de las rectas. 

e Herramienta E] mover, realizar variaciones en los puntos y a su vez se 
modificarán todos los datos. 


e Una vez terminado el ejercicio debemos guardar el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA PENDIENTE RECTA 


20. Escribir la ecuación punto-pendiente de la recta que pasa por el 


punto P (-1, 4) y cuya pendiente es -2. Transformar la ecuación a la 


forma ordinaria: 


Ponemos los datos de las coordenadas del punto P y la pendiente de la recta 


sobre la ecuación correspondiente: 
y — yi = m(x- xı) 
y— 4 = —2(x — (-1)) 
y— 4= —2x — 2 


Se hacen transformaciones para que esté en la forma ordinaria (llamada 


también forma explícita o principal): 
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GeoGebra 
CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
> Š ANAG 
e En la barra de entrada ingresar los valores arbitrarios a, b. 
e Herramienta „~ leas que pasan por los dos puntos, hacer CLIC en el 


punto A, B. En la ventana de vista algebraica apareció la ecuación de la 


recta. 
° Herramienta pendiente verificar el valor de la pendiente de la recta. 
e Herramienta al mover, CLIC en los recuadros de ingreso para cambiar 


los valores, los resultados cambiaran automáticamente. 


° Una vez terminado el ejercicio debemos guardar el archivo. 
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REPRESENTACIÓN DE VECTORES 


21. Representar el vector A en coordenadas polares A= (5, 9) 


Modulo del Vector: |A | = va? + b? 


[4] = V92 + 52 
[4] = V81 +25 
[4] = V106 
|4| ==10, 30 


Cateto Opuesto 
Angulo del vector: tg 0 = =— 
ana 8 Cateto Adyacente 


9 = 60,95 


Representación del vector en coordenadas polares: | = 10, 30 < 60, 95 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA: 


A 
+ Herramienta ° + Punto. Colocar un punto en la coordenada (5, 9). 


° Herramienta [--] Segmento. Colocar un segmento x=5 y luego otro 


segmento y=9. 


. e . . 
° Herramienta Vector. Hacer clic en el punto de inicio de la recta y 


luego clic en el punto donde se encuentra la coordenada. 


° Herramienta H Distancia o Longitud. Hacer clic en el punto de inicio 
del vector y luego el punto donde se encuentra la coordenada (donde está 


dirigida la flecha del vector), obtiene la distancia del vector. 


e Herramienta Angulo. Clic en la recta de las x y luego de manera anti 


horaria en el vector, obtiene el ángulo del vector. 
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INECUACIÓN DE PRIMER GRADO 
22. Hallar y representar el conjunto solución de 3 x + 1 > 10 
Despejar la variable x: 3x+1 >10 
3x > 10-1 3x>9 x> x>3 


Conjunto solución: X e (3; co+) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA: 


Wista 


° Hacer clic donde dice 
+ Hacer clic en CÁLCULO SIMBÓLICO (CAS). 


> Cálculo Simbólico (CAS) m |X 


e Hacer clic 


colocar el ejercicio 3x+1>10, 


obtenemos la variable despejada. 


° Herramienta o Hacer clic y escribimos el conjunto solución 


que obtuvimos. 
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ECUACIÓN DE LA RECTA, ÁNGULO E INTERSECCIÓN. 


23. Calcule la ecuación de la recta que pasa por los puntos A= (4, 3) y a=30, 


además, la intersección con los ejes. 
SOLUCIÓN: 


Pendiente: m= tan 0 


mE Z m= 0, 577 


Ecuación de la recta dado los puntos: y -y1= m (x - X1) 


y-3=0,577 (x-4) y- 3= 0,577 x - 2, 308 0,577 + y = 0, 692 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA: 


insertar texto, escribir enunciado del problema: 


| 
e Herramienta 


“Construir la ecuación de la recta que pasa por el punto A=(x, y) y tiene 


un ángulo a de inclinación” 
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En la barra de entrada ingresamos las variables a, b, d asignándoles 


diferentes valores. 


Herramienta casilla de entrada, asignamos la variable d (ángulo en 


grados). 
co Ho | | | 
Herramienta casilla de entrada, asignamos la variable x (abscisa). 


Herramienta casilla de entrada, asignamos la variable y (ordenada). 
Barra de ingreso: m= tan (d*PI/180), calculamos la pendiente del ángulo. 


Barra de ingreso: y — b= m *(x-a) que es la fórmula de la ecuación. 


ABC| . " ; 
Herramienta insertar texto, escribir “A=”+A y tiene el punto y las 
y p y 


coordenadas. 


ABC| . "E . 
Herramienta inserta texto, escribir “B=”+B y tiene el punto y las 
y p y 


coordenadas. 


Hemamienta 23] insertar texto, escribir “Ecuación de la recta:”+c y tiene 


la ecuación. 


Herramienta intersección de los objetos, clic en el eje x y en la recta 


de la ecuación dada. 
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° Herramienta intersección de dos objetos, clic en el eje Y y en la recta 
de la ecuación dada. 


° Barra de ingreso, asignamos al punto P las coordenadas a, b. 
° Herramienta EJ] recta perpendicular, levantar desde el eje X al punto P. 


° Herramienta El recta perpendicular, levantar desde el eje Y al punto P. 


° "e F pendiente, verifica el valor de la pendiente de la recta. 


R 


e Herramienta ` mover, clic en los recuadros de ingreso para cambiar los 
valores, o clic en el punto P para moverlo en distintas direcciones, los 


resultados cambiaran automáticamente. 
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DEMOSTRACIÓN DE TRIÁNGULO ISÓSCELES 


24. Demostrar que los puntos: A= (3, 8); B= (11,3) y c= (-8, -2) son vértices 


de un triángulo isósceles. 


Para calcular la distancia entre dos puntos, conocidas las coordenadas de cada 


punto, podemos utilizar directamente esta expresión: 
(Y, — Y)? + (X; — X1)? 


d(À — B) = J (Ys — Y,)2 + (Xs — X14)? 
d(A-B)=/(3-8)?+(-11 - 3) 

d(À — B) = /C-5)2 + (1492 

d(Ä — B) = V25 + 196 

d(À — B) = V221 

d(B — Č) = (Ye — Yp)? + (Xc — Xp)? 
(BC) = [C2-37 + C8- EMMY 
d(B — Č) = /C-5)2 + (-8 + 11)? 

d(B — C) = J (-5} + 8) 


d(B — Č) = V25 +9 
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d(B — Č) = V34 

d(À — Č) = J (Ye — Y4)? + (Xc — Xp)? 
d(À — Č) = J (-2 — 8)? + (-8 - 3) 
d(A— Č) = J (710)? + (=11? 

a(Ä — C) = V100 + 121 

d(Ä — Č) = V221 


Como d(À — B) = v221 y d(À = Č) = v221 son iguales el triángulo es 


isósceles, porque esas distancias son distintas de d(B -Č ) = y34 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° En la barra de entrada ingresamos los puntos A= (3,8); B= (-11,3); C= (- 


e Herramienta El polígono, unimos los tres puntos, A, B y C para 


° Herramienta distancia o longitud, hacer clic en el segmento AB 


° Herramienta distancia o longitud, hacer clic en el segmento BC 


° Herramienta distancia o longitud, hacer clic en el segmento AB 


gráficar 


° Herramienta [5] arrastra o selecciona objeto, movemos las distancias 
para 


e Una vez terminado el ejercicio guardamos el archivo 
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CÁLCULO DE PERÍMETRO DEL TRIÁNGULO 


25. Calcular el perímetro del triángulo. Los vértices de un triángulo son: 
A= (2, 1), B =(1, 2), Č =(2,-3). 


Para el efecto, calcular las longitudes de cada uno de los lados del triángulo. 


Tenemos 


Á-B=(2,1)-(1,2)=(3,-1) 


À — G= (2, 1) — (2, -3) = C4, 4) 

B — Č = (1, 2) - (2, -3) = 1, 5) 

Y de la definición de distancia entre dos puntos, se obtiene 
a(á — B) = /( — Y4}? + (Xs — X4)? 

a(Ä — B) = /GQ — 12 + (1 = (=2))? 

d(Ã - B) = J0} + Ga + 222 

d(À — B) = V0} + (32 

d(A—-B)= J1+9 


a(A-B) = VTO 
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d(B — Č) = (Ye — Yp)? + (Xç — Xp)? 
d(B— Č) = /C3 -= 2} + Q — 1)? 
d(B — Č) = /C-5)2 + (1? 
d(B-C)= J25+1 

d(B — Č) = v26 

d(Á — C) = S (Ye — Y,)2 + (Xc — Xp)? 
d(A— Č) = /C3— 1} + 2 — (22)? 
d(A— Č) = /C-4)2 + Q + 2)? 

d(À — Č) = /C—42 + (492 
d(A—C)=vV16+16 

d(4—C)= 4/2 

En consecuencia, el perímetro p es 

p = d(4,B) + d(A,C) + a(B,C) 


p = V10 + 4V2 + V26 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA: 


° Enlabarra entrada colocamos los puntos A=(-2,1) B= (1,2) y C= (2,-3) 


° En la barra de entrada, colocamos el punto (A-B) 


° Herramienta distancia o longitud, hacer clic en el segmento AB 


e Herramienta distancia o longitud, hacer clic en el segmento BC 


° Herramienta distancia o longitud, hacer clic en el segmento AB 
° En la barra de entrada, colocamos el punto (A-C) 

° En la barra de entrada, colocamos el punto (B-C) 

° En la barra de entrada colocamos d= (AB+AC+BC) 


e Terminado el ejercicio, guardar el archivo. 
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PUNTOS COLINEALES 


26. Probar que los 3 puntos están alineados 
Á= (+5, 3) B= (-1, 3) C= (1, -6) 

Hallar las distancias 

d(À — B) = J (Ys — Y,)2 + (Xs — Xp)? 

d(À — B) = /C-3 — 3} + (-1 — (—5))2 

d(A— B) = /C 62 + C-1 + 5)? 

d(Ã — B) = (67? + (4? 

d(Ä — B) = V36 + 16 

d(Á — B) = V52 

d(À — B) = 7,21 

a(B — Č) = (Ye — Ya)? + (Xc — Xa)? 

d(8= €) = /E6- E3+41- EDF 

a(B - Č) = J6 +3} + (1 + 1)? 

d(B — C) = /C-322 + (232 

d(B-C)=V9+4 

d(B — Č) = V13 
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d(B — Č) = 3,60 

d(À — Č) = J (Ye — Y4)? + (Xc — Xp)? 
d(A—- Č) = /C6—3)2 + (1 — C-5))2 
d(A—- Č) = /C92 + (1 + 5) 

d(À — Č) = /C-9)2 + (6)2 

a(Ä — C) = V81 +36 

d(À — Č) = J117 

d(Ä — C) = 10,81 

Hallar la pendiente 


m = 22% A= (-5,3) C= (1,-6) 


X2—X1 
m = 
— 1-(-5) 
-9 
m = — 
1+5 
-9 
m = — 
6 
3 
m = —- (-1,5) 


2 


Hallar la ecuación 


Á=(-5, 3) 
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Y — yi = M(x- x1) 
y-3=-2(x- (55) 
2(y — 3) = -3(x +5) 
2y—6 = —3x — 15 
3x + 2y = —15 + 6 
3x + 2y = —9 


Despejar (y) 


_ —3x—9 


y = (—1,5x; —4,5) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
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1. En la barra de entrada, colocamos los puntos A= (-5,-3); B= (-1, -3) y 


C= (1,-6) 


2. Herramienta distancia o longitud, hacer clic en el segmento AB 


3. Herramienta distancia o longitud, hacer clic en el segmento BC 


4. Herramienta distancia o longitud, hacer clic en el segmento AB 


EN 


D 


"| arrastra o mueve, para cambiar la posición de los 


5. Herramienta pendiente, hacer clic en los puntos A y C 


6. Herramienta 
puntos. 


7. Una vez terminado el ejercicio, guardar el archivo 
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27. 


a) 


b) 


c) 


d) 


Ejercicios resueltos segundo año bachillerato 
ECUACIÓN DE HIPÉRBOLA 


Hallar los vértices, focos de la hipérbola 9y? — 4x? — 54y — 8x + 41 = 
0 


Ecuación t o 1 
a? p2 
Pasar de ecuación general a ordinaria, agrupando las variables y (y) las 
variables (x) 
9y? — 4x? — 54y — 8x + 41 = 0 
9y? — 54y — 4x? — 8x = —41 
Sacar factor común y factorizar 
9y? — 54y — 4x? — 8x = —41 
9(y? — 6y + 9) — 4(x? + 2x + 1) = —41 + 81 — 9 
9(y — 3)? — 4 (x + 1)2 = 36 


9y -3)} 4x-D?_36 


36 36 36 
C UE 
4 9 
Por lo tanto c(—1,3) 
a2 =:4 a? = V4 =2 
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GeoGebra 
b?=9 b?=49=3 
c?=9+4=13 c? = V13 = 3,6 
Vértices (-1,5) (-1, 1) 
Focos (-1,6.6) (-1,-0.6) 
CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
A = DE 
° Herramienk-4 insertar texto, Hallar los vértices, focos de la 


hipérbola 9y? — 4x? — 54y — 8x + 41 = 0 

° En la barra de entrada ingresa la ecuación 9y? — 4x? — 54y — 8x + 
41 = 0 de la hipérbola 

° En la barra de entrada digitar centro(c) 

e En la barra de entrada digitar vértice(c) 

° En la barra de entrada digitar focos(c) 


e En la barra de entrada digitar asíntotas(c) 
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En la herramienta de polígono, hacer el cuadro asintótico. 


ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA 


28. Obtener la ecuación y gráfica de la parábola cuyo foco es el punto (8, -3) 
y su vértice (8, 1) 
SOLUCION 

a) La ecuación (x — k?) = 4p(y — h) 


b) Siendo las coordenadas del vértice (h, k), se sustituyen en la ecuación y 


resulta: 


(y — 1%) = 4p(x — 8) 
c) En donde el parámetro p representa la distancia del vértice al foco P=4 
Sustituyendo: 
(y — 1%) = 4(4)(x — 8) 
(y — 1°) = 16(x — 8) 


-16 — 1) = (8 — x)? 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
T 
“TRES 
PERI N 
/ N 
/ N 
° Enlabarra de entrada los puntos F= (8, -3) y V= (8, 1) 
° Como es necesario conocer o 
J GeoGebra 
A ë X Archivo Edta Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda 
la directriz, primero se D DAPRE [< MNAE 
obtendrá el punto de - E a N Simetría Aval 
ə V-(8,1) a? Simetría Central 
intersección entre la directriz +N. Inversión 
+ Rotación 
y el eje de la parábola que *] + Trasiacón 
Pa Homotecia 


corresponde al punto 
simétrico de F, respecto a V. Esto se obtiene con la herramienta Simetría 


Central localizada en el grupo del noveno icono 
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° Laherramienta mencionada solicita que en forma ordenada se seleccionen 
el objeto de la simetría, en este caso el foco y posteriormente el punto- 


centro de la simetría, que corresponde al vértice de la parábola. 


C) GecGebra 
Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda 


e H 
Ë D a A L. £ 


» Vista Algebralca m |x] | > Vista Gráfica 
Punto | 


E 


[ » Vista Gráfica 


presenta el punto F”, que es el punto “ 


buscado. En seguida se trazan ambas => + 


rectas, el eje de la parábola que pasas IC Š z š 


por F y V (cuya ecuación es) y la 


directriz, que pasa por F’ y es 
perpendicular al eje (cuya ecuación es y=5) 
° En la herramienta | S! parábola foco directriz, hacer clic en la 


directriz y en el foco obtenemos la parábola con su respectiva ecuación. 
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ECUACIÓN DE LA ELIPSE DADOS LOS VÉRTICES Y EL 
CENTRO 


29. Obtener la ecuación de la elipse con vértice V1= (2, 5) y V2= (10, 5) 
y que pase por el punto P= (6, 7). 
a) Las coordenadas no cambian se trata de una elipse horizontal con centro 


en: 


Luego a a=X,-x, a=10-6 a=4 


b) Sustituyendo P en la ecuación ordinaria queda: 


EA, O? _ (6-02, 0-5? _ 
al F b 1 42 2 1 
b2 = 4 b=2 


c) La ecuación ordinaria es 


AN A 0-5] 


42 22 16 4 
d) Desarrollando los binomios y multiplicando por 16 
(x? — 12x + 36) + 4(y? — 10y + 25) = 16 


x? — 12x + 36 + 4y? — 40 + 100 = 16 
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x? — 12x + 4y? — 40 + 120 = 0 Ecuación general del elipse 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° Herramienta [=c] insertar texto, Obtener la ecuación de la elipse con 
vértice V1= (2, 5) y V2= (10, 5) y que pase por el punto P= (6, 7). 

e En la barra de entrada ingresa V 1= (2, 5), V2= (10, 5), P= (6, 7). 

e Herramienta ~| líneas que pasan por dos puntos, hacer clic en los 
puntos V1 Y V2 da el eje del eclipse 

e Herramienta [.-] punto medio, hacer clic V1 y V2 para obtener el punto 
C o centro de la elipse 

e Herramienta |: recta perpendicular clic en el eje de la elipse y el 
punto C y obtiene la ecuación del eje vertical 

° Entrada: (x, — h)? — a? + (y, — k)?/b? = 1, para obtener el valor de 


b. 
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° Entrada: (x — h)? — a? + (y — k)2/b2 = 1, resulta la ecuación 


ordinaria de la elipse asignada a una función e 


ECUACIÓN DE LA CIRCUNEERENCIA 


30. Hallar la ecuación de la circunferencia que paso por los puntos A (2,- 


1) y cuyo centro es C (-1,3) 


Formula de distancia entre dos puntos 


P, (x1.y1) P3 (x2, y2) 


d = P, P, = |%2—_x,22 + (Y2-y1)? 


r= d(A,C) = /Q +1} + (—1 = 3)? 

Operamos 

r=d(A,C) = V9 + 16 = V25 = 5 

Fórmula de ecuación de la circunferencia 

(x — h}? + (y — k}? = r?° 

Sustituimos (a, k) por las coordenadas del centro, r del radio 
(x — 1)2 + (y — 3)? = 52 


(x-1) + (y — 3)2 = 25 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° Herramienta [ec insertar texto, Hallar la ecuación de la 


circunferencia que paso por los puntos A (2,-1) y cuyo centro es C (-1,3) 
° En la barra de entrada ingresar los valores arbitrarios para a, b, h, k. 
e Herramienta / casilla de entrada, asignamos la variable x1 (abscisa 
de P) y toma el valor de a. 


a=1 


e Herramienta /*” casilla de entrada, asignamos la variable yl (ordenad 
de P) y toma el valor d b. 


e Herramienta .- casilla de entrada, asignamos la variable x2 (abscisa 


A 
de C) y toma valor de h. 


° En la herramienta de segmento entre dos puntos, clic en P y en C para 


determinar el radio de la circunferencia. 
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e Herramienta ,a-=1 casilla de entrada, asignamos la variable y2 


A 
(ordenada de C) y toma valor de k 

e En la herramienta .* punto, colocar los puntos de centro. 

e Herramienta @©_— circunferencia dado su centro y un punto C y P. En 
la ventana de vista algebraica aparece la ecuación ordinaria de la 
circunferencia 


e En la herramienta ~| segmento entre dos puntos, clic en P y en C para 


determinar el radio de la circunferencia. 
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SISTEMA DE TRES ECUACIONES LINEALES CON TRES 
INCÓGNITAS 
31. MÉTODO DE RESOLUCION POR SUSTITUCION 


6x+y-Zz=14 1. 
Ax + 2y -z = 13 2. 
X+2y+4z=12 3. 


PASO1. Despejamos una de las variables. 


çç. 5 


Escogemos la primera ecuación y despeJamos “y 


1. 6x+y-z=14 


y=14-6x+z | Ecuación a 


PASO 2. Sustituir la variable de las ecuaciones restantes (2 y 3) y 


resolvemos. 


2. 4x + 2y -z = 13z 3. X+2y+4z=12z 


4x +2(14 — 6x + Z)-z = 13 x + 2(14 — 6x + z) + 4z = 12 


4x + 28 - 12x + 2z -z = 13 x + 28 — 12x + 2z + 4z = 12 


E Ecuación c 
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Agrupamos las tres ecuaciones 
encontradas (a, b y c) 


y=14-6x+z 


-8x+z=-15 ~~ Tenemos 2 ecuaciones lineales 
con dos incógnitas, entonces 

-A1x+6z=-16 / ' daras 
aplicamos los pasos para 
resolver estas ecuaciones. 


PASO 3. Despejar cualquiera de las variables de las dos ecuaciones (b y 
c). 
En este caso tomamos la ecuación b. 


-83x+Z=-15 


Z=-15+8x 


PASO 4. Remplazamos la variable encontrada en la ecuación “c” 


-11x + 6z=-16 

-11x + 6(-15 + 8x) = -16 
-11x — 90 + 48x = -16 
-11x + 48x = -16 + 90 


37x=74 


_ 74 
+37 


Ea 
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PASO 5. Remplazamos x en la ecuación anterior 


Z =-15 + 8x 
Z =- 15 + 8(2) 
Z =-15 + 16 


PASO 6. Remplazamos en la ecuación “a” las incógnitas encontradas 


para hallar la última ecuación “y”. 


y =14-6x +2 
y = 14 - 6(2) + 1 
y = 14-12 +1 
y = 15-12 


Hacemos la comprobación con las ecuaciones (1, 2, 3) 
1 2 3 


6x+y-z=14 4x+2y-z=13 X + 2y + 4z = 12 
6(2)+3-1=14  4(2) + 2(3) - 1 =13 2 + 2(3) + 4(1) = 12 


12+3-1=14 8+6-1=13 2+6+4=12 
15-1=14 14-1=13 12=12 
14=14 13 = 13 
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Tenemos el valor de las tres incógnitas. 


X=2 
Y=3 
Z=1 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° Entramos al software GeoGebra 

° Damos clic en vista y tomamos la opción “vista grafica 3D” 

° Y nos aparece rápidamente un sistema de coordenadas de dimensiones, 
volvemos a vista y damos clic en “vista grafica “para 

°  desactivarla y que solo nos aparezca la gráfica en 3D. 


. ABC od i 
e Herramienta texto escribimos el en enunciado del problema. 
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° “Sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas por el método de 
sustitución” GRAFICAR. 

° En la barra de entrada ingresamos las tres ecuaciones. 

° 6x+y-z=14 

° 4x+2y-z=13 

° x+2y+4z=12 

° Para tener una mejor visualización, damos clic en la herramienta plano 

° Y automáticamente se nos desaparece el plano, y nos queda la gráfica 
únicamente con los tres planos ingresado anterior mente. 

° En la barra de entrada ingresamos el punto de intersección entre los tres 
planos A= (2,3,1) 


dades diodo. | cambiamos el color de 


+ Herramienta propiedades de objeto [` P 
cada uno de los planos para que se pueda identificar. 
e Hacemos clic en cualquiera de nuestros planos, damos clic derecho en 


propiedades del objeto podemos modificar cada plano a nuestro gusto. 
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SISTEMA DE TRES ECUACIONES LINEALES CON TRES 
INCÓGNITAS 
32. “MÉTODO DE ELIMINACIÓN GUASSIANA” 


3r+2y+z=1 
d+ 3y +4z=2 
+y=z=1l 
PASO 1. Ponemos como primera ecuación la que tenga como coeficiente 


de“x” 1 o -1, en caso de que no fuera posible lo haremos con “y o z” 


cambiando el orden de las incógnitas. 


+y-=z=1l 
J+2y+2=1 
5r + 3y+4z=2 


PASO 2. Hacemos reducción con la PRIMERA y la SEGUNDA ecuación, 
para eliminar el término en“x”de la SEGUNDA ecuación. Después 
ponemos como segunda ecuación el resultado de la operación. 


2 3x+2y+z=1 3r +2y+z= 1 
AEV == 
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PASO 3. Hacemos lo mismo con la PRIMERA ecuación y la TERCERA 
ecuación, para eliminar el término en “X” 
3. 5x+3y+4z=2 


1. X+y-z=1 (-5) 


ən 
+ 
w 
< 
+ 
q 
de 

| 

| 509] 


—5r — 5y + 5z = —5 


PASO 4. Tenemos las ecuaciones 2 y 3 transformadas, para hacer 


reducción y eliminar “y” 


+y=z=1 
—y + 4z = —2 
—2y + 9z = —3 


Tomamos las ecuaciones dos y tres y eliminamos “y” 
3. -2y + 9z=-3 


2. -y+4z=-2 (-2) 


—2y + 9z = —3 
2y-8z=4 
z=1 
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PASO 5. Obtenemos el sistema equivalente escalonado. 


r+y=z=1 
—y + 4z = —2 
z= 1 


PASO 6. Encontramos las soluciones. 


Tomamos la segunda ecuación -y +4z = -2 para obtener la incógnita “y” 


-y + 4z = — 2; y +4(1) = - 2 
-y + 4 = -2; -y = -2 -4 
-y = -6 y=6 


Tomamos la primera ecuación x + y - z = 1 para tener la última 


incógnita “x” x+y-z=1; x+6-(1)=1 
x+6-1=1; x+5=1 
x=1-5 
=-4 


Tenemos el valor de las incognitas. 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° Entramos al software GeoGebra 


° Damos clic en vista y tomamos la opción “vista grafica 3D|£ 
° Y nos aparece rápidamente un sistema de coordenadas de dimensiones, 


volvemos a vista y damos clic en “vista grafica “para 


° Desactivarla y que solo nos aparezca la gráfica en 3D. 
° Herramienta texto escribimos el en enunciado del problema. 
e “Sistema de tres ecuaciones lineales con tres incógnitas “método de 
eliminación” GRAFICAR. 
° En la barra de entrada ingresamos las tres ecuaciones. 
o 3x+2y+z=1 
o 5x+3y+4z=2 


o x+y-z=1l 
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Para tener una mejor visualización, damos clic en la herramienta plano 
Y automáticamente se nos desaparece el plano, y nos queda la gráfica 
únicamente con los tres planos ingresado anterior mente. 

En la barra de entrada ingresamos el punto de intersección entre los tres 


planos A= (-4,6,1) 


Herramienta propiedades de objeto | Pnpedaesdelooeo. biar el color de cada 
uno de los planos para que se pueda identificar. 
Hacemos clic en cualquiera de nuestros planos, damos clic derecho en 


propiedades del objeto podemos modificar cada plano a nuestro gusto. 
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33. Sistema de dos ecuaciones lineales con tres incógnitas 
2x-y+z=-1 1. 
x+ 3y-2z=2 2 
PASO!1. Se verifica si el sistema d ecuaciones esta ordenado. 
PASO 2. Despejar cualquiera de las incógnitas de las ecuaciones. 


En este caso tomamos la ecuación 1 


2x-y+z=-1 


Z=-2x+y-1 | Ecuación 3 


Remplazar la ecuación 3 en la ecuación 2 y resolver. 


Xx + 3y - 22=2 
Xx + 3y — 2(-2x + y -1) = 2 
x + 3y + 4x-2y+2=2 


Ecuación 4 


Despejamos cualquiera de las dos incógnitas. 


En este caso “y” 


5x+y=0 Hemos hallado el valor de “y” en función de la 


yes incóanita “x” 
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Remplazar la ecuación 4 en 3 


Z = -2x + y -1 
Z = -2x + (-5x) -1 


Z = -2x — 5x -1 Valor de la incógnita “z 
Z= -7x -1 


en función de la 


variable “x 


Conjunto solución (x, y. z) es igual a una terna de números reales 


Sistema sobre determinado. 


€ R3 = (xi — 5x, 7x-1) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


hecho Edición Vista Opciones Heramertas Ventana Ayuda 


INIA 


X | y Vista Gráfica 30 
ncr 
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° Entramos al software GeoGebra 
° Herramienta texto escribimos el en enunciado del problema. 
° “sistema de dos ecuaciones lineales con tres incógnitas” 
° En la barra de entrada ingresamos las dos ecuaciones. 
2x-y+z=-1 
x + 3y -2z=2 
° Para tener una mej[/P Vstcráncado Jón ya que se trata de un sistema 
tridimensional, en la herramienta vista [vitslamos clic en “vista gráfica” y 
automáticamente de desactiva 
° En vista damos clic en vista grafica 3D [E vista cránca ` | y se activa. 
° En herramienta mostrar y quitar plano [damos clic para para retirar el 
fondo y tener una mejor visibilidad. 
° Damos clic derecho en una de las ecuaciones y en la herramienta 


propiedades de objeto [7 mpi | cambiamos el color de cada una de 


las ecuaciones para que se pueda identificar. 
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34. Sistema de tres ecuaciones lineales con dos incógnitas 


x-2y=-5 1. 
x+2y=7 2. 
-2x + 3y = 7 3. 


PASO 1. Tomamos la ecuación dos y tres y la multiplicamos por 2 y 1 


para eliminar “x” 


2% + 4y = 14 
x+2y=7 (2) 
-2x + 3y = 7 
-2x + 3y = 7 (1) 
7y = 21 
_ 21 
HA 
y=3 


PASO 2. Remplazamos “y” en la ecuación 1 


x-2y=-5 

x - 2(3) = -5 

x-6=-5 
=-5+6 


x=1 
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Tenemos los valores de las incógnitas “x” y “y” 


X=1 
Y=3 


Entramos al software GeoGebra 
Herramienta texto escribimos el en enunciado del problema. 
En la barra de entrada ingresamos las tres ecuaciones. 

x-2y=-5 x+2y=7 -2x + 3y = 7 


Damos clic derecho en una de las ecuaciones y en la herramienta 


“propiedades del objeto” | Pues ceo lambiamos el color de cada recta y 
punto para tener una mejor presentación. 
En la barra de entrada ingresamos A= (1, 3) que son los puntos x, y para 


saber cuál es el punto de intersección. 
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GRÁFICO DE VECTORES EN R3 CON GEOGEBRA. 
35. Dados los vectores d = (2,3,1), b= (2i,4j,3k). Calcular el vector 


resultante de 2d + 3b. 


Primero, vector d, en el cual debemos de calcular 2d, entonces. 

q =2(2,3,1) 

Multiplicamos por los valores que se encuentran dentro del paréntesis 

qa = (4,6,2) 

Segundo, vector b= (2i,4j,k) de vectores unitarios, los transforma a 
espaciales de la siguiente manera. 


b = (i, 4j, k) 


b 


(2, 4, 1) 
e Posterior, resolvemos la segunda parte que nos pide el ejercicio 3b 
b = 3(2,4,1) 
° Multiplicamos. b = (6,12, 3) 
Una vez con vectores finales tanto en á como en en b , realiza la suma. 2d + 


3b 


á=(4,6,2); b = (6,12, 3) (4,6,2) + (6,12, 3) 
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GeoGebra 
Suma. 
APA 
(4,6,2) + (6,12, 3) Y como resultado € = (10,18,5). 
IS 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASA EN GEOGEBRA. 


Con la herramienta vista vista”, ubicado en la parte superior. 


= alfil 
a 
GANE == 
P Vista Algebra. Fi 3 
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Con la Sub herramienta Å Gráficas 3D Gráficas 3D, el cual se 


encuentra en la herramienta. 


DD 
o 
= 
ya] 
= 
° 
=] 
° 
o 
2: 
e: 
B 
O 
=] 
Un 
a. 
° 
3 
° 
“Eg: 


De la cual LO llevar 


LA 


Con la herramienta í Entrada: | Entrada, la cual se encuentra ubicada en la 
parte inferior izquierda. El cual lo utilizaremos para escribir nuestros 


vectores. === — 
Cel 
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Escribe vectores A = (4, 6, 2), B = (6, 12, 3) y el vector resultante C = (10, 
18, 5) en la herramienta “entrada” de la siguiente manera “A= (4,6,2)” 
Entrada: =462) y confirma con el botón de “Enter”. 


Repete el proceso con los demás vectores. 
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Con la herramienta P “recta”, nos dirigimos a la sub herramienta 


L] “vector”, de las cuales se encuentran 


En la parte superior izquierda. 


Marca un punto desde el origen hasta, el vector A. 


De la misma manera repetimos el proceso con vectores B y C 
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36.SUMA DE VECTORES EN R3. 
u = (x1 + yı + Z1) Ü = (x; + y2 +22) 


u + Ú = (x1 + x2 + yi + y2 + Z1+Z;) 


Dados los vectores ú = (2 + 1 + 3), ù = (1, —1,0),w = (1,2,3). 


Hallar el vector X = 2u + 3v — w 


Comienza por sustituir el valor de cada vector y sumar o restar sus respectivas 
componentes. 

x = 2(2 + 1 + 3) + 3(1, —1,0) — (1,2,3) 

X = (4 + 2 + 6) + (3,-3,0) — (1,2,3) 

ž = (6-3 +3) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA. 


@ B-(0,0,0) 


e@ew= 2] 
3) 


E 
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Vista » 


Con la herramienta vista”, ubicado en la parte superior. 


Con la Subherramienta b Gráficas 3D Gráficas 3D, el cual se 


encuentra en la herramienta "ita 


De la cual nos llevará al plano tridimensional. 


Seed La. la cual se encuentra ubicada en la 


Con la herramienta 
parte inferior izquierda. 

El cual lo utilizaremos para escribir nuestros vectores. 

Escribimos nuestros vectores U = (2, 1, 3), V = (1, -1, 0), W = (1, 2, 3) 
y nuestro vector resultante X = (6, -3, 3) en la herramienta “entrada” de 


la siguiente manera. 


“y =(2, 1,3)? MIES 


y confirmamos con el botón de “enter”. 


Repetimos el proceso con los demás vectores. 


Con la herramienta A “recta”, nos dirigimos a la subherramienta 


“vector”, de las cuales se encuentran en la parte superior izquierda. 
Marcamos un punto desde el origen hasta, el vector U. 


De la misma manera repetimos el proceso con vectores V, W y X. 
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37. RESTA DE VECTORES EN R3. 
i=(aty+ta) — b= (x+y + z) 
ā-b = (x1 — x2), W1 — Y2), (Zi —Z2) 

Dados los vectores á = (3 + 2 + 4), b = (1 + 3 + 5). Hallar el vector = 
4a — 2b 

Comenzamos por sustituir el valor de cada vector y sumar o restar sus 
respectivas componentes. 

X = 4a — 2b 

X=4(3+2+4)-2(1+3+5 5) 
X=(12+8+16 - (2Q+6+10) 

x=(10+2+6) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA. 
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Vista > 


Con la herramienta vista”, ubicado en la parte superior. 


Con la Sub herramienta 5 Gráficas 3D Gráficas 3D, el cual se 


encuentra en la herramienta "ita 


De la cual lo llevará al plano tridimensional. 


Entrada: Entrada, la cual se encuentra ubicada 


Con la herramienta 
en la parte inferior izquierda, donde escribe los nuestros vectores. 


Escribimos nuestros vectores A = (3, 2, 4), B = (1, 3, 5) y nuestro 


vector resultante X = (10, 2, 6) en la herramienta “entrada” de la 


E Entrada: |ñ = (3, 2, 4) 
siguiente manera. “A = (3,2,4)” | | 


y confirmamos con 
el botón de “enter”. 


Repete el proceso con los demás vectores. 
Con la herramienta A “recta”, nos dirigimos a la sub herramienta 


E . 


“vector” de las cuales se encuentran en la parte superior 


izquierda. 
Marca un punto desde el origen hasta, el vector A. 


De la misma manera repete el proceso con vectores B y X. 
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38.SISTEMAS DE COORDENADAS ESPACIALES. 
Dados los vectores d = (1 — 3 + 2), b= (0 + 2 — 1). Comprobar que 


á x bes perpendicular a á + b y å — b 


Comprobar å x b L å + b = (á x b)(á + b) = 0 


Comprobar á x b L å — b = (á xb)(á — b) = 0 


Comenzamos por sustituir el valor de cada vector y sumar o restar sus 


respectivas componentes. 


(á + b) (1-3+2)+(0+2-1) = (1,-1,1) 

(á — b) (1-3+2)-(04+2-1)= (1,-5,3) 

(á x b) 

Gsl = (31+ 2k — 4t + J) = T+ J + 2k) 
0 2 -1 


(å xb) = (1,1,2) 
Se comprueba. 


Comprobar å x b L å + b = (á x b)(á + b) = 0 
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áxblá+b=(áxb)(á+ b)=(-11,2) (1-10 = (-1,—1, 2) = 
0 LQQD. 

áxblá+b=(áxbl(á+ b) = (-1,1,2) (1,—1,1) = (-1 -5 + 
6)=0 LQQD. 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA. 


° e... 
z axo» 


e Conlaherramienta “9% >vista” ubicado en la parte superior. 


° Conla Sub herramienta 25 Gráficas 3D Gráficas 3D, el cual se 


encuentra en la herramienta "ita 


e Dela cual lo llevará al plano tridimensional. 


Entrada: 


° Con la herramienta lEntrada, la cual se encuentra ubicada en la 


parte inferior izquierda. El cual se utiliza para escribir nuestros vectores. 


Página 176 


Recurso tecnológico para la enseñanza de Matemática 
GeoGebra 


° Escribimos nuestros vectores A = (1, -3, 2), B = (0, 2, -1) y nuestro vector 
resultante X = (-1, 1, 2) en la herramienta “entrada” de la siguiente 


Entraqa:|A = (1, -3, 2) . 7 
manera. “A = (1, -3, 2)? e >t y confirmamos con el botón de 


“enter”. 


e Repetir el proceso con los demás vectores. 


° Conla herramienta A “recta”, nos dirigimos a la subherramienta 
“vector”, de las cuales se encuentran en la parte superior izquierda. 
° Marcamos un punto desde el origen hasta, el vector A. 


° Dela misma manera repetimos el proceso con vectores B y X. 
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ECUACIÓN CARTESIANA DE LA RECTA (FORMA EXPLÍCITA) 


39. Encuentra la ecuación explícita de la recta que pasa por los puntos (7; - 


2) y (12; 3) 


Primero: Determinar el valor de la pendiente 


- 3-(-2 
ai maS CA 
X2—X1 12—7 
5 
m = 5 m=1 


Segundo: Tomar cualquier punto en este caso agarramos el punto (12, 3) y 
remplazamos en la siguiente ecuación y — y, = m(x — xı) junto con la 
pendiente y despejamos y. 

y =Y1 = m(x- xı); 


y-7=1(x- 12); 


y—7=x-12; 
y=x—12 +7; 
y=x-9 
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Y habremos encontrado la ecuación explicita y= x - 9 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


A 
° Herramienta ° + Punto. Colocar 2 puntos sobre intersecciones de la 


cuadricula en las coordenadas (7; -2) y (12; 3) 


° Herramienta al líneas que pasan por 2 puntos, hacer clic en el punto A 
y luego en el punto B. Observar que en la ventana de vista algebraica 


aparece la ecuación de dicha recta. 


A 


° Herramienta pendiente, hacer clic sobre la línea obtiene el valor de 


la pendiente, el cual aparece en la vista algebraica y sobre el grafico. 
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ECUACIÓN DE LA RECTA EN LA FORMA PARAMÉTRICA 
40. Dada la ecuación que se expresa mediante: x = p — 5; y = 3p +2 Donde 
p es un número real. Representar gráficamente la relación algebraica 
entre x e y 
a) Determina los puntos determinados por p = -2, -1, 0, 1 y 2. 
Análisis numérico 
b) Determinemos la relación algebraica entre x e y. 


c) Representa gráficamente la relación algebraica entre x e y 


Solución: 


a) Asignar a p los valores de p: -2, -1, 0, 1 y 2 y remplazar en las 2 ecuaciones 


dadas obteniendo los puntos determinados por p 


p x=p-5 y=3p+2 (x, y) 
5) -7 -4 (-7, -4) 
-1 -6 -1 (-6, -1) 
0 -5 2 (-5, 2) 
l -4 5 (-4, 5) 
2 -3 8 (-3, 8) 
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Despejar el parámetro <p> de la primera ecuación y reemplazamos en la 


otra ecuación. 


y=3(x+5)+2 y =3x +15 +2 y =3x +17 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA: 


° En la barra de entrada procedemos a poner los valores correspondientes 
de x e y que nos dieron como resultado en la tabla del literal a. 

° En la barra de entrada procedemos a escribir la ecuación y = 3x + 17 la 
cual fue el resultado de despejar “p” de la primera ecuación y remplazarla 
en la segunda ecuación y observamos como aparece una recta pasando 


por todos los puntos anteriormente graficados. 
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ECUACIÓN DE UNA RECTA PERPENDICULAR A UNA RECTA 
CONOCIDA. 


41. Determinar la ecuación de la recta perpendicular a la recta y = 2x + 1, 


que pase por el punto (1,3). 
Los datos según el ejercicio son: mı = 2, b = 1 y el punto (1, 3), donde x; = 
ly yı =3. 
Además, al ser rectas perpendiculares, la pendiente de la segunda recta debe 
cambiar el signo e invertir los elementos de la pendiente 


; I 2 i 
Así entonces, si m, = r entonces m; ==> 


En la expresión: y — y, = m(x — xı) reemplazar los datos y resolver: 


=x+7 


Ecuación en la forma explícita: y = 


Página 182 


Recurso tecnológico para la enseñanza de Matemática 
GeoGebra 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


e Herramienta ° + Punto. Colocar el punto sobre la intersección de la 
cuadricula en las coordenadas (1,3). 
° En la barra de entrada colocar la ecuación y = 2x + 1, vemos como aparece 


su recta pasando por el punto dado. 
>" . —x+7 
° En la barra de entrada colocar la ecuación obtenida y = => vemos 


como aparece su recta pasando también por el punto dado y observamos 


que es perpendicular a la recta anterior. 


el valor de la pendiente, el cual aparece en la vista algebraica y sobre el 


grafico. 
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Al 


: . ; —x+7 ; 
e Herramienta ** pendiente, hacer clic sobre la recta y = = y obtiene 


el valor de la pendiente, el cual aparece en la vista algebraica y sobre el 


grafico. 


š °H š e =x+7 
° Herramienta ángulo, dar clic en la recta de la ecuación y = z Y 


luego en la recta de la ecuación y = 2x + 1 y obtiene el ángulo formado 


entre las rectas. 
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ECUACIÓN CANÓNICA DE LA CIRCUNFERENCIA CON 
CENTRO EN (R, K) 


42. Determinar la ecuación canónica de la circunferencia de centro (-2, -3) y 
radio 5. Datos: Centro (-2, -3) y radio 5. 
Reemplazar en la ecuación canónica (x — h)?+ (y — k)? =r? 
Ecuación canónica con centro (-2,-3) y radio 5. 
(z — ED + (y (3) =5? 
Al reemplazar los valores de h y k cambian los signos 
(x + 2)2 + (y + 3)2 = 25 


Ecuación canónica: (x + 2)2 + (y + 3)2 = 25 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
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° En la barra de entrada colocar el centro de la circunferencia siendo (-2, - 


3) 


° Herramienta © Circunferencia (centro y radio), hacer clic y colocar 
el radio el cual es 5 y observamos como se grafica la circunferencia, 


apareciendo también en su vista algebraica su ecuación. 
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DISTANCIAS ENTRE DOS PUNTO VECTORIALES 
43. Los vértices de un triángulo son los vértices À = A= (—2,1), B= 


(1, 2), C= (6,- 2). Calcular el perímetro del triángulo. 


1.- Lo primero que tenemos que hacer es calcular las longitudes de cada uno 


de los lados del triángulo. 
Á- B"=(2.1) -(1,2)=(-3,-D, 


Á- È=(-2.1) - Q2, -3) = (-4, 4), 


B - C=(1.2) -(2,-3)=(-1,5), 


2.- Y de la definición de la distancia entre dos puntos obtendremos. 
d(A-B) |4-BU= /J9+1=410 

d(A- C)>= |Ë - C= V16+16=442 

d(B -C)= | 1B-C]= V1+25= V26 


Entonces el perímetro es. 


—— 


PedíAs Pie da = 0) 16 Oysa 10944 244/26 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° Herramienta insertar el enunciado de la ecuación que es 
ABC Texto «Calcule Los vértices de un triángulo son los 

vértices A= A=(-2,1), “B=(1,2), Č = (6,- 2). Calcular el 
perímetro del triángulo. 

° Herramienta punto e Punto y marcar los tres 
puntos(—2,1), (1,2), (6,-2). H 

° herramienta Pal  dibujauna recta de a B, de A a C y de B a C 

e Herramienta para medir la distancia 

e Es para medir la distancia que hay en los puntos A, B, y C. Clic en 
cualquier parte de la hoja, y aparece un enunciado, escojo 
propiedades, y allí le coloco los nombres a las coordenadas 


ECUACIONES DE LA HIPÉRBOLA, 
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44. Graficar la hipérbola que tiene por ecuación x2- 3y? + 2x — 6y — 1 = 
0. Indique coordenadas de los vértices. Coordenadas de los focos y 


ecuación de las asíntotas. 


Agrupar y completar los cuadrados para darle la forma canónica a la ecuación. 


24+2=1=30-2y+1)= 1413; a+ 1?-34-1=-1 


4 y 2 
3 y +1- (&-1?=1; ap D] 


= 1 
3 
La hipérbola tiene eje focal vertical por lo tanto el termino es positivo, es 


del y a? =Ż entoncesa=_[2;yb*=1 :b=1. 


Después C= va? + b? dcire = [E+12,0= Ë: C=2v3 


3 
Las ecuaciones de las asíntotas, estas se determinan igualando a cero la 


ecuación canónica, entonces tenemos 3(y — 1 } — (x + 1)” = 0; 3 (y — 1)2 


v3(y-=1)?= 


J(x +1)2; (y - 1) = + + 1 por últimos quedando las dos asíntotas. 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEÓMETRA 


° Herramienta insertar el enunciado de la ecuación que es “Graficar la 
hipérbola que tiene p 1 = 0. Indique coordenadas de los vértices. 
Coordenadas de los focos y ecuación de las asíntotas” 

° En la barra de entrada ingresa la ecuación x? - 3y? + 
2x — 6y — 1 = 0, Y automáticamente te sale la hipérbola. 


° 
e° MediooCentro hacer clic en la 


°  3.Herramienta del punto medio 
cónica, para obtener el punto medio de la hipérbola. 


° 4.-Barra de entrada Entrada: para sacar el foco [c] 


° En la herramienta perpendicular _%— Perpendicular hacer clic en el 
eje y para sacar el transverso 1 luego en el centro de la hipérbola, lo 


mismo con el eje x, para sacar la ecuación del conjugado, 
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GeoGebra 


e e o . è 2x-5 z 
45. Graficar la siguiente función racional y = PA determinar los 


puntos de cortes del eje x más el eje y 


Eje vertical x 
x—3=o 
x+0+3 
x+3 


Puntos de corte 


Ejes “x” y=0 
e 2x-5 
x—3 
0=2x-5 
5 =2x 
_ 2(1)-5 2(2)-5 
1-3 2-3 
25 sis 
— -2  —1 
-3 -1 
Y = > Y= 
3 
y= Ë y= 


eje horizontal y 


en 2 
cd 1 
Eje “y” x=0 
_ 20-5 
0-3 
_5 
JEn 
5 
-= X 
2 
X y 
1 1,5 
2 1 
4 3 
5 2,5 
2(4)-5 
4-3 
85 
1 
3 
y = 
y=3 


_ 2(5)-5 
5-3 

_ 10-5 

2 

_ 5 
)=; 

_ 5 
)=; 
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Dominio R — [3] Rango R- [2] 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


HB 
Y Vista Gráfica. 
[Tis c+; 


huda 


c ¿coers.oscszo, . 
armor ds EF 2 


° En entrada ubica la función y =(2x-5) / (x-3) y le da enter y saldrá la 
gráfica 

° En entrada coloca las coordenadas de la tabla con respecto a los ejes x 
más el eje y 

° En herramientas elige la opción de raíces y le da clic en la curva y 
aparecerá el punto de corte con respecto al eje x 

° En herramientas elige la opción de intersección y le da clic en la curva 


más el eje y con lo cual nos dará el punto de corte con respecto al eje y 
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ÁREA DE UN TRIÁNGULO Y DISTANCIA ENTRE 2 PUNTOS 
46. Calcular el área del triángulo cuyos vértices son A (3,4) B (2,-1) y C 


(-3,5) y la distancia de sus lados. 


3( =D =-3 2(5)=10-3(4) = -12 
-2(4)=-8 -3D=-3 -3(5)=-15 
—3 — 12 + 10 = -5 
—8 — 3 — 15 = —26 
A = Z[(=26—5)1 a = [=311 4 A = 15.5a2 
d = S(x = xi)? + (y? 
da = OPA? de = (324 (15)? 


dag = y ED? + (—5)2 dec = (5)? + (—6)2 
dap = 1325 dec = V25 + 36 
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GeoGebra 
dag = v26 dec = v61 
dag = 5,09 dec = 7,81 


d=/E=EDPFA=5Y das = VG+ +C} 


dag = ./ (6)2 + (—1)2 dag = v36 + 1 
dag = 137 da = 6,08 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Abi sesión 


° Primero en la opción de entrada entre paréntesis ubica el primer punto o 
coordenada (3,4) y luego le da Enter. 


° En la opción de entrada ubicala segunda coordenada (2,-1) y le da Enter. 
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° Enlaopción de entrada ubica el tercer punto o coordenada (-3,5) y le da 
Enter. 

° En herramientas selecciona rectas y le da clic al punto A y B 

° En herramientas seleccionamos rectas y le da clic en el punto B y A 

° En herramientas seleccionamos rectas y le da clic en el punto A y C 

° Situado en herramientas y elige la opción de segmentos, después da clic 
en los tres vértices y de ahí en la sección de álgebra da clic en restas para 
ocultarlas y solo queden los segmentos que forman el polígono 

° En la opción de herramientas elegimos la opción de polígono y le da clic 
a los tres vértices A, B, C finalizando en A 

° En herramientas elige la opción área y luego le da clic a los tres vértices 
A, B y C y también en el centro del polígono dándonos de inmediato el 
área del triángulo 

° Para calcular la longitud de sus lados elige en las herramientas la opción 
longitud y da clic en los tres vértices y da de inmediato la longitud de cada 


lado. 
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47. Derivar la siguiente función y=5x*+3x* y determinar la 


pendiente de la recta tangente en GeoGebra 


Solución: 
f(x) = 5x + 3xŠ 
dy d 


. 5x* + dx 3x9 derivada de una suma algebraica 


dy d 


d 
—=5>—x*4+3>—x* derivada de una constante por una variable 
dx dx dx 


y=5x4x* *+3x6x%”* derivada de una potencia 


y' = 20x? + 18x7 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


ins aai do kusatam IR di 
ON Al ° 


> | Vista Algebraica 
Ola cer 


Número 
cuacion = 


© A= (0.3814551103042. 
- R 


© g: y= 1.258470400950] 
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° En la opción de entrada ubica la función y = 5x* + 3x* 

° En herramientas elige la opción punto y le da clic en la curvatura de la 
función 

° En la opción de entrada introduce tangente (A, f) y aparecerá la recta 
tangente 

° En la opción de entrada coloca Pendiente (g) y aparecerá el valor de la 
recta tangente 

+ En la opción de entrada ubica derivada (5x* + 3x% ) y aparecerá la 


función derivada en el gráfico 
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ECUACIÓN DE LA RECTA E INTERSECCIÓN EN LOS EJES 


48. Calcule la ecuación de la recta que pasa por los puntos A= (4, 2) y 
m= - 1/2, además, la intersección con los ejes. 


Ec: y — yı = m(x — x1) 


1 
y-2=-5(x-4) Con la ayuda de la fórmula, 
2 reemplaza los valores 
2y-4=-x+4 respectivos y resuelve 


x+2y=8 (=2) 
£ = 4 
a 


2.Intersección: x + 2y = 8 


x= 0 y=0 
0+2y=8 x+2(0) = 8 

y=4 *=8 
P,(0,4) P(8, 0) 


Para hallar intersección, con la ayuda de la ecuación encontrada, 


reemplazamos los valores cuando x=0; y=0 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° Herramienta 


Construir la ecuación de la recta que pasa por el punto A de coordenadas (x, y), y de pendiente m 


ec2: 05x+y = 4 


asci texto, inserta “Construir la ecuación de la recta que pasa 


por el punto A de coordenadas (x, y), y de pendiente m”. 


° En la barra de entrada ingresa los valores respectivos de a, b, h y k. 


° Herramienta 


° Herramienta 


° Herramienta 


° En la barra 


a= [casilla de entradas, asigna a la variable “m”. 


la=1] | casilla de entradas, asigna la variable x. 


e=: casilla de entradas, asigna la variable y. 


de entrada escribe “y-b=m(x-a) que es la fórmula de la 


ecuación de la recta cuando da la pendiente y un punto. 


° Herramienta >Ç] intersección, hacer clic en el eje x y en la recta de la 


ecuación, obteniendo el P}. 
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Herramienta 5d intersección, hacer clic en el eje Y de la recta de la 
ecuación obteniendo el P}. 

° En la barra de entrada, asignamos al punto P las coordenadas a, b. 

e Herramienta L ]recta perpendicular, levanta desde el eje X al punto P. 


+ Herramienta [*Jecta perpendicular, levanta desde el eje Y al punto P. 
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ECUACIÓN DE LA RECTA, PENDIENTE, 
ÁNGULO CON EL EJE X 


49. Calcule la ecuación de la recta que pasa por los puntos A= (5, 3) y B= (- 
2, 3), además de, la pendiente, el ángulo con el eje x, la longitud AB, las 


coordenadas del punto medio. 


Ecuación 
a s. Reemplaza los valores 
y-3= ° (x —5) correspondientes en la siguiente 
Z 


fórmula: 
7y — 21 = 6x — 30 


—6x + 7y = —9 


Para hallar la pendiente reemplazamos los valores correspondientes 
en la fórmula: 


Pendiente 
Ay ya yp 
mga = — mpa = —— 
BA Ax XA—Xp 
mpg tel mpg = ° 


Sabemos que la pendiente es igual a tan 0, entonces hallar: 
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Ángulo 


m = tan 0 0 =tan-1 (E) 0 = 4,602 


Para hallar el punto medio reemplazamos: 


Punto medio 


xA+X + 
Pm: Xm = AFAB ; mn = 4 YB 
2 2 
_5+(-2) , _ 3 
meS A ma 
_ 3+(-3) , `. _ (3 
— m0 Pm = (3+0) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


a 
Pelo a Es] ] 
u 


D< [» vista Gráfica 


° Herramienta e^ Punto. Colocamos los puntos en el plano cartesiano (5, 


3) y (2, -3). 
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Herramienta Recta. Que pasan por dos puntos, hacemos clic desde el 
punto A hasta el punto B. En la ventana de vista algebraica nos aparecerá 
la ecuación de ellrecta. 

Herramienta segmento. Unimos los dos puntos haciendo clic sobre 
los puntos A y B. Una vez hecho eso, hacemos clic derecho sobre la recta 
a y desactivamos “Muestra objeto”, para que sólo nos quede el segmento 
AB. 

Herramienta a] | punto medio, hacemos clic en los puntos A y B para 
obtener el punto medio “C”. 

Herramienta ¿Lhendiente, hacemos clic sobre la línea obtenida de los 
puntos A y B, se nos aparecerá en la ventana de vista algebraica la 
pendiente y también sobre el gráfico. 

Herramienta E Pistancia o longitud, hacemos clic en los puntos A y B, 
y obtendremos la distancia que hay entre estos dos puntos. 

Herramienta ¿¿bulo, damos clic en el eje x y en la recta AB, obteniendo 
así el ángulo que forma la recta AB con el eje x. 


Una vez que terminemos el ejercicio, lo guardamos. 
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ÁNGULOS ENTRE RECTAS 


50. Calcular el ángulo que forman las rectas que pasan por los puntos: 
A= (5, 3), B= (-2, -3) y C= (-3, 5), D= (2,-2), y las coordenadas del 
punto de intersección. 


Primero hallamos las pendientes m, y m3 


Pendientes: 
3-(-3 6 
BA: m; =Z ; m= ( ). m, =Š 
X2—X1 5—(—2) 7 
y2—yi 5—(—2) 7 
DC: m, = m Tn, = —- 
c 2 X2—X1 f 2 =3-2 s 2 5 


Una vez que halladas las pendientes m, y m, reemplaza los valores 
correspondientes para hallar el ángulo. 


Ángulo: tan 0 = a 
2*Tn1 
7 C 
Mag -m FONTE 
tan0 = a En ; tan0 = £ ra > ; 
Ea 1+ (7) (=5) 
30 + 49 79 
= 39 _ 35 
tan0 = 3r 42 MER 
35 35 


79 
tand == ; 0 = tan (5) ; 


0 = —85 + 180 ; 0 = 95° 
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Para hallar los puntos de intersección, debe hallar primero sus ecuaciones: 


Ecuaciones de la recta: 


Ecuación de la recta AB: 


y-—yi=m(x-— xi) ; m = ;A= (5,3) 


6 
y-3=sG@-5) ; 
7y-21=6x-30 ; 
7y — 6x = —30 + 21 ; 

—6x + 7y = —9 


Ecuación de la recta CD: y — yy = m(x — x1) ; 


m: =-=- ¡C=(-3,5) 


7 
y-5=-z(x+3); 
5 
5y—25 = —7x — 21 ; 
5y +7x = —21 +25 ; 


7x+5v=4 


Una vez encontradas las ecuaciones, ahora tendremos una ecuación 


ç. ?? ç. 


lineal de 2 incógnitas. Ahora vamos a hallar “x” y “y”. 
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Puntos de intersección: 


—6x + 7y = —9 (5) ; —30x + 35y = -45 
7x+5y=4 (—7) ; —49x — 35y = —28 
79xXx==—?73 ; m. 

ds 79 
EEN ae 
ESTE E 99 

73 

mea E 


E =) 
'X79' 79 


Los valores de “x” y “y” serían los puntos que interceptan en la recta. 


CONSTRUCCIÓN EN GEOGEBRA PASO A PASO 
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° Enlaherramienta Entrada: 3ntrada, ingresamos los siguientes puntos: 
A= (5, 3), B= (-2, -3), C= (3, 5), D= (2, -2). 

° Herramienta ~⁄ recta, hacemos clic en el punto A y B para así mismo 
hacerlo con los puntos C y D. En la ventana de vista algebraica se logra 
ver la ecuación de cada recta. 

° Herramienta LA] pendiente, hacemos clic en cada recta para obtener el 
valor de las pendientes, se logrará ver en vista algebraica y en el gráfico 
del ejercicio. 

° Herramienta Ángulo, hacemos clic en sentido anti horario sobre la recta 
AB, así mismo sobre la recta de CD, obtendremos el ángulo que forman 
cada recta. 

° Herramienta Dd intersección, damos clic en la recta a y b, para obtener 


así el punto que intersección de las rectas. 


Una vez que hayamos terminado el ejercicio, lo guardamos 
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ECUACIÓN DE LA CIRCUNFERENCIA 


51. Calcule la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto P= (3, 
4) y tiene como centro C= (1, -1) 


Se conoce que "r = d" entonces procede a hallar la distancia. 


dpc =4v/02 — y1)? + (x; — x1)? 


dpc = (a = CD E= 


dpc = y (5)? + (2)? 


dpc = V29 
r = dpc 
r=w29 


Una vez que hayamos encontrado el radio, procedemos a sustituir los 


valores correspondientes en la fórmula: 
Ecuación de la circunferencia: 


(x — hy? + (y — k)2 =r? r = dpc 
(x — 1)2 + (y + 1)2 = (V29)? 


(x — 1)2 + (y + DD? = 29 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Ecuación de la circunferencia que pasa por el punto P y tiene como ce 


x= 3 


e Herramienta  lasciexto, insertamos “Ecuación de la circunferencia que 
pasa por el punto P y tiene como centro el punto C”. 

° En la barra de entrada ingresamos los valores respectivos de a, b, h y k. 

° Herramienta l-a] casilla de entrada, asignamos la variable x, donde toma 
el valor de a. 

+ Herramienta *="| casilla de entrada, asignamos la variable y, donde toma 
el valor de b. 

° Herramienta a-1|casilla de entrada, asignamos la variable x; donde toma 
el valor de h. 

e Herramienta *-1] casilla de entrada, asignamos la variable y, donde toma 


el valor de k. 
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° Herramienta |©] circunferencia, hacemos clic en el punto C y P. En la 
ventana de vista algebraica podremos apreciar la ecuación ordinaria de la 
circunferencia. 

+ Herramienta l segmento, hacemos clic en P y en C para poder determinar 
el radio de la circunferencia. 


° Una vez que terminamos el ejercicio, lo guardamos 
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Ejercicios resueltos tercer año de bachillerato 


52. RESTA DE MATRICES 2X2 
_2 8 _[-5 2 
Sea A= = a , B= | 3 N . Hallar su resta 
i |2 8 _ a 2 
Restamos ambas matrices A-B = si M | 3 al 
El resultado de este seria E A 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Envaos: 


° 1: Herramienta “vista” y elige la opción hoja de cálculos y la hoja de 


cálculos simbólicos 


° 2: Escribe los números que van a ir en nuestra matriz los selecciona y le 


da click derecho y la opción crear matriz 
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— [s] > 


Abrir sesión 


>= | > Hoja de Cálculo > 


in >? | H [T] [W] | am | pr; — 


e | 
sz: " 
2 
= 
a 
s A1:B5 
a 
7 Copiar 
e Pega 
ə [ Corta 
10 Z Eliminar objetos 
Lista Pa 


Lista de puntos 


== ja] Etiqueta visible 
patri f 


; |l Registro en Hoja de Cálculo 
abia 

Poligonal a+ Propiedades del objeto 
Tabla de Operación 


e Herramienta de entrada y escribimos (mı-m2) mı será la primera matriz 
menos ma que será la segunda. Da enter y aparecerá su resta 
° Para hallar su inversa escribe en la barra de entrada y escribe (inversa de 


una mediatriz) (m1) aparecerá la inversa en decimales. 
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FUNCIÓN EXPONENCIAL 
53. Dada la función exponencial f(x) =x? y g(x)= x* calcular su dominio, 


recorrido y el punto de corte de ambas funciones 


Dominio es igual a Dom(£=Dom(g) = R 
Recorrido es igual a Im(f)=Im(g)= (0, +00) 


Puntos de corte 


f G) = 2“ g(x) = —2” 
f(x) = 1 g(x)=1 
f(x) = (0,1) g(x) = (0,1) 
Su función f(x) es creciente la función g(x) es decreciente 


Las funciones f(x) y g(x) no cortan al eje X. 
Las funciones f(x) y g(x) son cóncavas 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
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ao sosión 


Dadalafuncionesponenciat f(r) = Fugla) = Ur. 


Entrada dommo -domig) :0 


e Herramienta Asc texto y escribimos el enunciado del problema 
e herramienta entrada y escribimos las ecuaciones f(x) y g(x) 


e herramienta y insertamos el punto de corte ^ entre las funciones 


PRODUCTO DE NÚMEROS REALES CON FUNCIÓN 
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54. Hallar la función (£*g) (x) donde f(x)= 9x2+4x, y g(x)= 4x+1 
Empezamos multiplicando la función (f * g)(x) 
(f * gg) = f G) * gl) 
(f * g)(x) = (9x? + 4x) * (4x +1) 
(f * g)(x) = 36x? + 9x? + 16x? + 4x 


(f * 960) = 36x? — 25x? + 4x = 0 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


° Herramienta ABC “insertar texto “y escribimos el enunciado del 
problema 
Herramienta “entrada” escribimos f(x)= 9x? 

° Herramienta “entrada” escribimos g(x)=4x+1 

° Herramienta “entrada” escribimos (f*g)(x)= f(x)*g(x) y nos aparece la 
ecuación de este producto de funciones 


ECUACIÓN DE LA RECTA EN 3D 
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55. Encuentre la ecuación vertical y la ecuación paramétrica para la recta 


sabiendo que P (6,-5,2) y su v (3.9) 


Poner los puntos en el plano (6,-5,2), luego graficamos el vector que es 
1 
v=(13,D 


Luego hallamos la ecuación vertical 


(x,y) = P + kv = (3,0,4) + y(—2,3.1) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


ABC 


° Herramienta texto y escribe el enunciado del problema 
° 2: Herramienta “vista eligela opción 3D da clic y aparecerá la grafica 
° 3: Herramienta de “entrada” y escribe 

Entrada: 413.3) 


° Los puntos Y le das enter y automáticamente tiene la ecuación, así mismo 


inserta el vector 
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e Para dibujar la recta vamos a la herramienta, < le da clic a la opción 
“rectas que pasan por dos nuntos”. Da clic en el punto inicia y el punto 
final y aparece la recta»? | 


° Luego dibuja la recta q pase por A da clic 2 aja hasta la última 
opción donde dice vector equivalente y marcamos el vector del cual 


quiero sacar su equivalencia 


FUNCIONES CUADRÁTICA 


Página 217 


Recurso tecnológico para la enseñanza de Matemática 
GeoGebra 


De la función cuadrática, y = 2x? — 4x — 1. Hallar el vértice y los puntos 
de la parábola 
Vértice 


a a EN 
a AM 7 a 


abla de valores 


e Utilizando la barra de herramientas y el mouse, determinar el vértice y 
los puntos de la parábola. 


Vist 


+ Herramienta ° vista.hacemos CLIC, en la opción Calculo simbólico 


(CAS). 
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Vista 


Herramienta vista. Hacemos CLIC,en la opción teclado. 


Herrmienta * resuelve. Hacemos CLIC y colocar la función cuadratica. 
Herramienta Plhercción CLIC en el eje (x,y), para obetener el 
punto de interseccion de la parábola. 

Herramienta y parábola. Ubicar los puntos de en los ejes (x,y). 


Herramienta Entrada: colocar la fórmula, Vértices(-b/2a), y obtener el 


vértice. 


Herramienta mover. Realizar variaciones en los puntos y a su vez se 
modifican todos los datos. 


Herramienta 


Archivo 


En vista guarde el documento o el ejercicio realizado. 


SISTEMA DE INECUACIONES LINEALES CON DOS 
INCÓGNITAS 
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56. Hallar la inecuación:2 x — y < 3 
Despejar “y”. 
2x=y=3 =y=3-2x (Cl) 


y =-3+2x y=2x-3 


Tabla de valores 


Hallar el valor “y” sustituyendo el valor de “x”. 


y=2x-3 y =2x-3 
y =2(-1)-3 y=2(1)-3 
y=-=5 y=-1 


* Los puntos A = (—1; —5); B = (1; —1) 


Punto de prueba Pp= (0,0) 


Página 220 


Recurso tecnológico para la enseñanza de Matemática 
GeoGebra 


2x—y<3 


2(0) — (0) < 3 


0-0<3 


0<3 esta desigualdad es verdadera 


2 


CONSTRUCCION PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Nawo Egon . 
w 7, 
El AROS x 
ta aigeoraca X | » Cálculo Simbóaco (CAS) |» w 
Py <3 
+ 1 


Utilizando la barra de herramientas y el mouse, determine los puntos entre 
A y B. 


Vista 


Herramienta vista.hacemos CLIC, en la opcion Calculo simblolico 


(CAS). 
Herramienta —” vista. Hacemos CLIC,en la opcion teclado. 


Herrmienta * resuelve. Hacemos CLIC y coloca la inecuación lineal. 


A . . 
Herramienta ° - punto. Ingrese los siguientes puntos A, B, haciendo clic 


en las coordenadas. 


Herramienta ““ texto. Aginamos la los valores x(abscisa) 
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Herramienta “texto. Aginamos la los valores y(ordenada) 


Herramienta E segmento. Hacer clic en el punto A hasta B, para obtener 


la longitud. 


Herramienta mover. Realizar variaciones en los puntos y a su vez se 


modifican todos los datos. 


En vista AHIVO guarde el documento o el ejercicio realizado. 


ECUACIÓN DE LA RECTA DADO DOS PUNTOS EN R2. 
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57. Hallar la ecuación general de la recta que pasa por los puntos A = (3, 2) y 
B = (-1, -2) además la pendiente, el ángulo con el eje x, la longitud, las 


coordenadas del punto. 


Determinar la pendiente 


map = z map = — y "aB = Mag = 1 
Hallar la ecuación general 
y — yi = m(x — xı) y -2=1(x— 3) 
y—-2=x-3 y-2-x+3=0 
—=x+y-2+3=0 =x+y+1=0 (1) 
x-y-1=0 


ángulo con el eje x 


m = tang0 0 = tangm 
0 = tang 11 0 = 45° 
Longitud 
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das = V 01 — y2)2 + (1 — X2)2 
dasg = V (2 — (—2))2 + (3 — (—1))2 
dag = (4)? + (4)? dag = v16+16 


dag = V32 dig = 5.65m 


Las coordenadas 


Xy + T * X> y, Hr * y> 
= E X = ——=—Ə—@ ->———————-a. 
1+r 1+r 
_ 3+1*(-1) _2+1*(=2) 
NE x 1+1 
_ 3-1 2-2 
rag E 
2 0 
x = x=- 
2 2 
x=1 x=0 
Pm = (1; 0) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
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Utilizando la barra de herramientas y el mouse, determinar su ecuación, 


su pendiente y la distancia entre los puntos. 


A 
° 


Herramienta 


“Punto. Colocar dos puntos sobre intersecciones de la 
cuadricula en las coordenadas (3,2) y (-1,-2) 


Herramienta “Línea que pasan por dos puntos, hacer CLIC en el punto 


A y en el B. Observe que en la ventana de vista algebraica aparece la 


ecuación de la recta. 


Herramienta Segmento. Unir puntos con segmentos haciendo CLIC 
con esta herramienta sobre los puntos. Luego CLIC derecho sobre la recta 
a “y” Desactivar Muestra objeto, para que se quede sólo el segmento entre 


AB. 


Herramienta punto medio, hacer CLIC en los puntos AB para obtener 


el punto C o punto medio del segmento A y B. 
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° Herramienta |] Pendiente, hacer CLIC sobre la línea obtiene entre AB, 
y obtiene el valor de la pendiente, el cual aparece en la vista algebraica y 


sobre el gráfico. 


e Herramienta PAbistancia, hacer CLIC en los puntos A y B, y obtenemos 


la distancia entre estos dos puntos. 


° Herramienta la... hacer CLIC en el eje “x” y en la recta AB, 


obtiene el ángulo que forma la recta entre A y B con el eje “x”. 


e Herramienta mover. Realizar variaciones en los puntos y a su vez se 


modifican todos los datos. 


° En vista guarde el documento o el eJercicio realizado. 
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ECUACIONES LINEALES CON DOS INCÓGNITAS 


58. Hallar la ecuación lineal con dos incógnitas por el método de 


sustitución 


1) x-2y=-4 
2) 3xq iy =9 
Despejar “x” en la ecuación 1. 
1) x — 2y = —4 x=—4+2y 
Reemplazar “x” en la ecuación 2. 
3x+y=9 3(-4 + 2y)+ y =9 
—12 + 6y+y=9 6y +y =9 +12 
7y = 21 y= = 
y=3 
Reemplazar y=3 en la ecuación 1. 


1) x—2y=-4 


x — 2(3) = —4 

x—6=-4 
x=-—4+6 

x=2 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Archivo Edición Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda 


Utilizando la barra de herramientas y el mouse, determinar la ecuación 


lineal con dos incógnitas. 


Entrada: 


En la barra ingresamos la primera ecuación lineal x-2y=-4. 


Entrada: 


En la barra ingresamos la segunda ecuación lineal 3x+y=9. 


Herramienta erección hacer CLIC en cada una de las rectas a y b. 


Herramienta mover. Realizar variaciones en los puntos y a su vez se 
modifican todos los datos. 


En vista guarde el documento o el ejercicio realizado. 
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Ejercicios propuestos: varios 


EJERCICIOS DE GEOMETRÍA ANALÍTICA CON EL USO DEL 
GEOGEBRA 


RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS DADOS. 
59. Calcule la ecuación de la recta que pasa por los puntos A= (5, 3) y B= (- 
2, -3), además, la pendiente, el ángulo con el eje X, la longitud AB, las 


coordenadas del punto medio. 


Ecuación de la recta dados dos puntos: y — y, = (22) (x — x,): 


LX] 


y -3= (E) (1 —5): y -3=(8) (x-5) 


— X5-(-2) 
7(y — 3) = 6(x — 5); 7y — 21 = 6x — 30: —21 + 30 = 6x — 7y 
6x — 7y = 9; ecuación ordinaria de la recta. 


Pendiente: m = 42%: m = 2-C2). m =É 
` T m-t?  S-C2 ° =g" 


Ángulo : tan~? (°) = 6 ; luego 9 = 40.602 
Distancia AB: dae = (Ya — y1)* + (27 — 11) - 
das = Y (3-3) + (—2 —5)° ; das = J(—6)° + (—7)° ; das = V36 +49; 
dıs = V85; dyg = 9.22u 
Punto Medio: x = +22 ¿112 122 yni 
A” E E 4 
= Prt y = E 


3-3 
, =— : y = 0: 
1+1 2i 2 24 5 


Punto medio: C = E.0) 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA: CASO 1 


Objetos Libres 


= Objetos Di 
Lo C=(1.5 

ə a: -6x + 7y = -9 i 
o distanciaBA = 9.22 | | I 
jo ma +. 
La 8 = 40.6% 


Entraca: PumoMedioIA;E) 


Utilizando la barra de herramientas y el mouse, determinar su ecuación, su 

pendiente y la distancia entre los puntos. 

1. Herramienta “J Punto. Colocar dos puntos sobre intersecciones de la 
cuadrícula en las coordenadas (5, 3) y (2,-3). 

E Herramienta ^] lineas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en el punto A y 
en el B. Observe que en la ventana de vista algebraica aparece la ecuación de 
dicha recta. 

3. Herramienta | Segmento. Unir los puntos con segmentos haciendo clic con 
esta herramienta sobre los puntos. Luego Clic derecho sobre la recta a y 


desactivar Muestra objeto, para que quede solo el segmento AB. = 
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4. Herramienta _-”] punto medio, hacer clic en los puntos A y B para obtener el 
punto C o punto medio del segmento AB. 

5. Herramienta ^< pendiente, hacer clic sobre la linea obtiene el valor de la 
pendiente, el cual aparece en la ventana de vista algebraica y sobre el gráfico. 

6. Herramienta “| distancia, dar clic en los puntos A y B, obtenemos la 


distancia entre dichos puntos. 
7. Herramienta á ángulo, dar clic en el eje x y en la recta AB, obtiene el ángulo 
que forma la recta AB con el eje x. 


8. Observe que en la ventana de vista algebraica todos los objetos ingresados 
como datos son objetos independientes, y los que son resultado de procesos, 
aparecen como objetos dependientes es decir que si modificamos algún punto 
activando el primer cuadro de la barra de herramientas, todos los datos se 
modifican automáticamente. 

9. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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Caso 2. 

Mediante lista de comandos y la barra de entrada, determinar su ecuación, su 

pendiente y la distancia entre los puntos. 

1. Para poder acceder a los comandos hacer clic en el icono de flecha y cuadro de 
la parte inferior derecha de la pantalla para activar la ayuda extra donde se 
presentan las listas de todos los comandos de Geogebra. 

2. Ingrese las siguientes coordenadas utilizando el comando Punto [ (a. b)] en la 
barra de Entrada: (5, 3) y (-2.-3). 

3. Trazar el segmento mediante el comando Segmento [A, B] en la barra de 
Entrada. 

4. Para encontrar la pendiente utilice el comando Pendiente[a] ya que el 
segmento AB fue nombrado automáticamente con la letra a. 

5. Para encontrar el punto medio utilice el comando PuntoMedio[a] y se 
obtendrá el punto C con sus respectivas coordenadas. 

6. Para obtener la ecuación de la recta utilice el comando Polinomio [(A. B)] y 
obtendrá el polinomio en f(x) (función de x). 

7. Observe que en la ventana de vista algebraica aparecieron todos los objetos 
como objetos dependientes, es decir no pueden ser modificados. 

8. Para determinar el ángulo que forma la recta AB con el eje x, utilice el 
comando atan?2[y. x], los valores de x i y están en la pendiente. Luego este 
resultado se asigna a la letra c, con el comando Angulo[c], obtiene el ángulo 
positivo entre la recta AB y el eje x. 

9. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS. 
60. Calcular el ángulo que forman las rectas que pasan por los puntos: A= 


(5,3), B= (2,-3) y C= (3, 5), D= (2.-2), y las coordenadas del punto de 
intersección. 


Pendiente AB: m, = 22%: m, -=-242. m, =>. 


paes 5-(2) 
Pendiente CD: m, = 2%m, = $22; ==. 


Ecuación de la recta AB: y — y, = m(x — xi); 

y -3=(5) (4-5); 70-3) = 6(x—5); 7y — 21 = 6x — 30; 

—21 + 30 = 6x — 7y ; 6x —7y = 9; ecuación ordinaria de la recta AB. 
Ecuación de la recta CD: y — y, = m(x — x); 

y -5=(2) (3); 57 — 5) = 7(x +3)-5y +25 =7x + 21; 
7x+5y = 4 ; ecuación ordinaria de la recta CD. 
Ángulo entre dos rectas:tan(a) = 22% 


timm, 
tanta) = e anto) = E tana) =$ 


tan(a) = a = st ES a= —84, 94° 

El signo negativo indica que se tomo las pendientes en sentido horario. 
Punto de intersección rectas AB y CD: 

Ó6x-7y=9 : 7x+5y=4: multiplicando a la ec1 por 5 y a la ec2 por 7 se tiene: 
30x-35y=45 : 49:=35y=28: sumando las dos ecuaciones tenemos: 79x=73 


73 
*=79 


Reemplazando en ec1 tenemos: nos 67. -7y=9 y =-2 


Punto de intersección: E =|=,-= 


Fagllla 4939 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


2D=(2,-2) 

Objetos Dependientes 

> E = (0.92, -0.49) 
a:6x-7y=9 


1. Herramienta |*.. Punto. Ingrese los siguientes puntos de cada recta mediante 
el mouse haciendo clic en las coordenadas:( 3,3), (2,-3) y (3, 5), Q.-2) 

2. Herramienta `“ lineas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en el punto A, B 
y C, D. En la ventana de vista algebraica apareció la ecuación de cada recta. 

3. Herramienta | pendiente, clic sobre cada linea obtiene el valor de las 
pendientes, las cuales aparecen en la ventana de vista algebraica y sobre cada 
gráfico 

4. Herramienta Z ángulo, clic en sentido anti horario en la recta AB y luego en 
la recta CD, obtiene el ángulo que forman las rectas AB y CD. 

5. Herramienta 2 intersección, clic en recta a y en la recta b, para obtener el 
punto de intersección de las rectas. 


6. Herramienta El mover, realizar variaciones en los puntos y a su vez se 
modificaran todos los datos. 
7. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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EL ÁREA DE UN TRIÁNGULO CONOCIDOS SUS VÉRTICES 


61. Dado el triángulo de puntos A= (5, 3), B= (-2, -3) y C= (-3, 5). Calcular 
el área, las ecuaciones de los lados y los ángulos internos del triángulo. 


; 5 31 
Área: A= —2 —31); 
—3 51 


A= 75631 + (—2)5.1 + 3.1(-3) — (—3)(—3)1 — (-2)3.1 — 5.5.1] : 
=3/H15-10-—9-9+6-—25]; A =}[-62]; A =|-31/; A = 31u? 

El área negativa, se debe a que se tomó el orden de los puntos en sentido horario, 

por lo que consideramos el valor absoluto como resultado.. 

Pendiente AB: m, = 24; m, =242; m, =É. 


MN 


`- ae E B 

Pendiente BC: m, = ER — = ; Ts = — mo = —8 
a _ 5-3 2 

Pendiente CA: ma = 22%, =: m, = —;m, == 


Ecuación de la recta AB: y — y, = m(x — x,); 

y -3=(%) (« 5): 70 — 3) = 6(x—5); 7y — 21 = 6x — 30; 

—21 + 30 = 6x — 7y ; 6x — 7y = 9; ecuación recta AB. 

Ecuación de la recta BC: y — y, = m(x — X1); 

y —5 = —8(x — (-3)); y — 5 = —8x — 24; 8x + y = —19; ecuación recta BC. 
Ecuación de la recta CA: y — y, = m(x— xı); 

y-3=(2) 0-5); -4(y 3) =x—5;4y+12=x-5 

x + 4y =17 ; ecuación recta CA. 

Ángulo rectas AB y BC: tan(a) = == 


tan() = me t) =, ZE ;tan(y) == ; tant) = E 


y = tan (Ë) ;a = 56,520 


Ángulo rectas AC y BC: tan(a) = =m 


l+rnzrn; 
ar 31 


E :tan(a) = = ;tan(a) = = ;tan(a) = — 


A 3 
ajos” 


tan(a) = 12 
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a=tan (2) ;a = 68,84° 
SSES O = inam 
tan($) =— x tan(8) = ; tan(8) = ; tan =-2 
O= ¿Ea =Ë o = Ë ¡an = 


(E 2 = 54.64 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


¡Archivo Edita Vita Apañencios Opciosas Herramientas Vastana Aaa 
Abr ¡EN SE ales a] +> | Elge y Mueve 


vu 


AAA 
Estrada: Determinante((í5, 3, f), (2, 3,1), (3, 5, 7/2 


1. Herramienta |*! Punto, ingrese los siguientes puntos de cada recta mediante 
el mouse haciendo clic en las coordenadas( 5,3), (2,-3) y (3, 5). También 
puede ingresar en la barra de entrada A= (5, 3), B= (2, -3) y C= (3, 5). 

2. Herramienta | poligono, hacer CLIC en el punto A, B, Cy A Enla 
ventana de vista algebraica aparece los valores de las distancias de cada lado y 
el valor de área del polígono. 

3. Herramienta '* área, clic en el triangulo y se presenta el valor del área dentro 
del triángulo. 
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4. Herramienta ^] líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en los puntos A 
yB,ByCyenC y A Observe que en la ventana de vista algebraica apareces 
las ecuaciones de cada recta. Luego, Clic derecho del mouse para desactivar 
Mostrar Objeto en cada linea. 

3. Herramienta 4l ángulo, clic en sentido anti horario en la recta AB y BC da el 
valor del ángulo y, luego en la recta BC y CA da el valor del ángulo a y en la 
recta AC y AB, obtiene el ángulo B. 

6. Para calcular el área mediante determinantes, hacer clic en la opción de 
funciones para copiar a la barra de ingreso el formato determinante y 
asignarle a una variable así: s= determinante[ ((5,3,1),(-2,-3,1).(3,5,1)12 
lo que dará como resultado el valor calculado automáticamente pero 
con signo negativo debido a que se tomó en sentido horario. 

7. Herramien' ra ada pio 


modificaran todos los datos. 
8. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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Ecuación de la recta punto pendiente. 


62. Calcule la ecuación de la recta que pasa por los puntos A= (4, 2) y m= - 
1/2, además, la intersección con los ejes. 


Ecuación de la recta dados dos puntos: y — y, = m(x — xı); 
y-2 =—}(x—4); 2(y — 2) = —1 (x — 4) ; 2y — 4 = —x + 4; 
x+2y=4+4, x+2y=8 ; ecuación ordinaria de la recta. 
Ángulo : tan 1 (3) = 0 ; luego 0 = 153.442 

Intersección con los ejes: Si x=0 , y=4 


Si y=0, x= 8. Luego los puntos de intersección son: P¡=(0, 4) y P>=(8, 0) 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


FU" 


Construir la ecuación de la recta que pasa por el punto A= (x, y) y cuya 
pendiente es m. Calcular los puntos de intersección con los ejes. 
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Herramienta eg inserta texto, escribir enunciado del problema: 
“Construir la ecuación de la recta que pasa por el punto A de coordenadas 


(x, y), y de pendiente m” 
En la barra de entrada ingresamos las variables a, b, m asignándoles 


diferentes valores. 

Herramienta El casilla de entrada, asignamos a la variable m 
(pendiente). 

4. Herramienta ` casilla de entrada, asignamos la variable x (abscisa). 
Herramienta I casilla de entrada, asignamos la variable y (ordenada). 

6. Barra de ingreso: y-b=m*(x-a), que es la fórmula de la ecuación de la 
recta dado la pendiente y un punto. 


7. Herramienta 7. intersección de dos objetos, clic en el eje X y en la recta 
de la ecuación dada, obtiene el punto P;. 

8. Herramienta ©] intersección de dos objetos, clic en el eje Y y en la recta 
de la ecuación dada, obtiene el punto Po. 

9. Barra de ingreso, asignamos al punto P las coordenadas a, b. 

10. Herramienta — recta perpendicular, levantar desde el eje X al punto P 

11. Herramienta — recta perpendicular, levantar desde el eje Y al punto P 


12. Herramienta <- pendiente, verifica el valor de la pendiente de la recta 


=. 

13. Herramienta EJ mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar 
los valores, o clic en el punto P para moverlo en distintas direcciones, los 
resultados cambiarán automáticamente. 


14. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA RECTA PUNTO ÁNGULO. 


63. Calcule la ecuación de la recta que pasa por los puntos A= (4, 3) y a= 


30°, además, la intersección con los ejes. 
Pendiente: m = tan 0 ; luego m = tan 30° ;m = ; m= 0.577 
Ecuación de la recta dados dos puntos: y — y, = m(x — xi); 
y -3 = Ë (x — p; 3(y — 3) = V8(x — 4) ; 3y — 9 = V3x — 4V3; 


—V3x + 3y = 9 — 4V3 ; ecuación ordinaria de la recta. 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


a Lale sec Jaci] qe | Etoo y Mueve a] 
+ . w s * e, — Q J| * Arrastra o selecciona objetos (Esc) e 


Objetos Libres 
a=4 


ecuación de la recta dados sp anguo y el punto À de coordenadas x. y 


A=(0, 0.69) | 
Ba(1.2,0) | 


b=3 


d=30 
Objetos Dependientes Ini 
> A= (0, 0.69) 


Ecuación de la recta que pasa por el punto A= (x, y) y tiene un ángulo a de 
inclinación. 
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Herramienta pa] inserta texto, escribir enunciado del problema: 
“Construir la ecuación de la recta que pasa por el punto A= (x, y) y tiene 
un ángulo a de inclinación.” 

En la barra de entrada ingresamos las variables a, b, d asignándoles 
diferentes valores. 

Herramienta |*'! casilla de entrada, asignamos a la variable d (ángulo en 
grados), 


Herramienta 2 


casilla de entrada, asignamos la variable x (abscisa). 
Herramienta (“| casilla de entrada, asignamos la variable y (ordenada). 
Barra de ingreso: m=tan(d*P1/180), calculamos la pendiente del ángulo. 
Barra de ingreso: y-b=m*(x-a), que es la fórmula de la ecuación de la 
recta dado la pendiente y un punto. 


Herramienta |“ inserta texto, escribir “A=”+A y tiene el punto y las 
coordenadas. 

Herramienta = inserta texto, escribir “B="+B y tiene el punto y las 
coordenadas. 

Herramienta = inserta texto, escribir “Ecuación de la recta:” + c y tiene 
la ecuación. 

Herramienta PJ intersección de dos objetos, clic en el eje X y en la recta 
de la ecuación dada. 

Herramienta Èd intersección de dos objetos, clic en el eje Y y en la recta 


de la ecuación dada. 
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13. Barra de ingreso, asienamos al punto P las coordenadas a, b. 

14. Herramienta — recta perpendicular, levantar desde el eJe X al punto P 

15. Herramienta — recta perpendicular, levantar desde el eje Y al punto P 

16. Herramienta <- pendiente, verifica el valor de la pendiente de la recta 

17. Herranuenta E] mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar 
los valores, o clic en el punto P para moverlo en distintas direcciones, los 


resultados cambiarán automáticamente. 


18. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN SIMÉTRICA O CARTESIANA 


64. Calcule la ecuación de la recta que pasa por los puntos A = (-5, 0) y B= 
(0, 8). 


Y2-Y1. 8-0. 
m, = — ; mı, =— 
x,—x ° 1 0-5 # 1 


“| o 


Pendiente AB: m, = 


Ecuación de la recta pendiente - puntos: y — y, = m(x — xı); 
y — 0 =š (x — 5); 5(y) = 8(x — 5) ; 5y = —8x + 40; 


8x + 5y = 40; ecuación ordinaria de la recta. 
40 


vidimos s: pe a =s 
Dividimos toda la ecuación entre 40: 75X +7Y = Ç 


E +2 = 1 ; que es la ecuación simétrica o cartesiana. 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 
Calcular la ecuación de la recta cuyos cortes con los ejes son a y b. 


Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda 
lA o a e] | [2] oesplaza vista Gráfica 


xia 


a'b 
etrica: -0.2x + 0.13y = 1 
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A 


Herramienta = inserta texto, “Ecuación simétrica o cartesiana de la 
recta cuyos cortes con los ejes son a y b” 
En la barra de entrada definir las variables a, b, asignándoles diferentes 


valores. 


Herramienta `^ casilla de entrada, asignamos la variable x (abscisa) y 
toma el valor de a. 


Herramienta > casilla de entrada, asignamos la variable y (ordenada) y 


toma el valor de b. 


š E ç AE 
Barra de ingreso: — +7 = 1, que es la fórmula de la ecuación simétrica de 


la recta. 

Herramienta ® inserta texto, escribir “A="+A y tiene el punto y las 
coordenadas. 

Herramienta “ inserta texto, escribir “B="+B y tiene el punto y las 
coordenadas. 


Herramienta “ inserta texto, escribir “Ecuación de la recta:” + c y tiene 
la ecuación. 

Herramienta — intersección de dos objetos, clic en el eje X y en la recta 
de la ecuación dada. 

Herramienta œ intersección de dos objetos, clic en el eje Y y en la recta 
de la ecuación dada. 


Fi 
Herramienta 


los valores, los resultados cambiarán automáticamente. 


mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar 


- Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA RECTA NORMAL 


65. Calcule la ecuación de la recta si la distancia al origen es p= 5 y tiene un 
ángulo œ= 120°. 


Ecuación normal: x + cos w + y * sinw — p = 0; 
X * cos 120° + y + sin 120° — 5 =0;x*(—Ż)+yf-5=0 A 


-248 5; ecuación normal de la recta: —x + V3y = 10 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


[Aretio Edta Vista Acariescias Opciores Herramientas Vertana Ayuda | 
rde LOSAN] e: = [4] Desplaza Vista Gráfica; Desplaza Vista Gráfica o Ejes (Mayüsozbəs + Despsza 

Vista Algebralea C= Vista Gráfica cez 

Ec Normal de la recta, 

Dislarcia p =5 

Árgua [gradas)u =120 

Er. de la recta Normat -0.5x+0.87y=5 


¿Ds m. 5.1) 
+E=(-10, 0) 


2d: 051 + 037y=5 


1. Herramienta ”. inserta texto, ecuación de la Normal a la recta dado la 


distancia al origen y el ángulo. 
2. En la barra de entrada ingresar valores arbitrarios para a, b y c 
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3. Herramienta `“ | casilla de entrada, apignamos la variable a la distancia 


recta - origen. 


4. Herramienta |. :] casilla de entrada, asignamos la variable b el valor del 
ángulo en grados. 

5. Barra de entrada: w =(b*P1)/180. Para transformar en radianes el ángulo 
ingresado. 

6. Barra de entrada: x * cos w + y * sino — a = 0. 


7. Herramienta “- inserta texto, escribir “Ecuación Normal de la recta” + 


d, y tiene la ecuación. 


| 
n h . š a 
8. Herramienta Ell mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar 
los valores, los resultados cambiarán automáticamente. 


9. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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APLICACIONES DE LA ECUACIÓN DE LA RECTA. 


66. Dados los puntos A= (5, 4), B= (-4, 3) y C= (-1, -4). Determinar: 

a) Ecuaciones de los lados. 

b) Ecuaciones de las alturas y las coordenadas del ORTOCENTRO. 

c) Ecuaciones de las medianas y las coordenadas del BARICENTRO 

d) Ecuaciones de las mediatrices y las coordenadas del CIRCUNCENTRO 
e) Ecuación de la recta de EULER 


: z 4-3 1 y 
Pendiente AB: m; = e m =z E misg Perpendicular: m; = — 


Pendiente BC:m, = s aF Sms: Perpendicular: m, =š 
š N _ A. _ 8. _ 4. ñ _ SS 3 
Pendiente CA:m3 =p: MB s mas ; Perpendicular: m; = == 
Punto medio de una recta: 1 == "E p = Atm 
Ë 1+r y 1+r 
Punto medio AB: z = M7 = 1. y=*2.5=2 
2 2 2 2 
- T E E SS — 3 
Punto medio BC: x = ES ZE s y > 
Punto medio AC: z = 3*C-D ; x=2;y=“(9,y=0 


a.- ECUACION DE LOS LADOS: y — yı = m(x — xı); 

Ecuación de la recta AB: y — 3 = G) (x — (—4)); 9y — 3) = x + 4; 

9y — 27 = x + 4; —x + 9y = 31 ; recta AB. 

Ecuación de la recta BC: y — 3 = -Z — (—4)); 3(y — 3) = —7x — 28; 
7x + 3y = 9 — 28; 7x + 3y = —19 recta BC. 

Ecuación de la recta CA: y — 4 = E) (x — 5); 3(y — 4) = 4(x — 5); 


3y — 12 = 4x — 20 ; 4x — 3y = 8 ; recta CA. 


Página 247 


Recurso tecnológico para la enseñanza de Matemática 
GeoGebra 


b.- ALTURA: Perpendicular del vértice al lado opuesto 

Ecuación de la altura ABc : 

y- (4) = C9)@G— C-1)), y+4=-9x-9, + y=-9-4; 

9x + y = —13 ; altura ABc. 

Ecuación de la altura BCa: y — 4 =G — 5); 7(y—4)= 3x- 15; 

7y — 28 = 3x — 15; —3x + 7y = 13 altura BCa. 

Ecuación de la altura CAs: y — 3 = (—z) (x — (4): 4(y — 3) = —3(x + 4); 
4y — 12 = —3x — 12 ; 3x + 4y = 0 ; altura CAs. 

Ortocentro: intersección de alturas(1) 9x+y=-13 ; (2) 3x +4y = 0 


multiplicando (-3) la ecuación só —9x — 12y = 0 ; sumando los dos 
ecuaciones: —11y = —13; y == ee en (1): 9x +i — = —13; 

sg=- j A m 
9x = —13 -E ;x=-— XS 3, ; ORTOCENTRO=( zng 


c.- MEDIATRIZ: Perpendicular desde el punto medio de un lado 
Ecuación de la mediatriz AB : y o. = (—9)(x -3); 2y —7 = —18x +9; 
9x + y = 8; mediatriz AB. 

Ecuación de la mediatriz BC: y — ES = =x T CD); 7y +Ë = 3x +Ë š 
-3x +7y = —Z; —3x+ 7y = 4 ; mediatriz BC. 

Ecuación de la mediatriz CA: y — 0 = (- 3) (x — 2); 4y = —3x + 6; 

3x+4y= 6 ; mediatriz CA. 

Circuncentro: intersección de mediatrices:(1) 9x +y = 8 ; (2) —3x +7y = 4 
multiplicando (3) la ecuación (2): —9x + 21y = 12 ; sumando los dos 
ecuaciones: 22y = 20; y = — >; reemplazando en (1): 9x += =8; 


s Sm e 26 10) 
+ -4=>5 E ss s CIRCUNCENTRO= A 
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d.- MEDIANA: Línea que une el punto medio del lado con el vértice opuesto. 


Ecuación de la mediana ABc : y — (-4) = — AS En): 
(+4) = T@+ D: y+4=5x+5); 5x — y = —1 ; mediana ABc. 


Ecuación de la mediana BCA: y—4 = 3 (x —5);y-4 =$ (x-5); 
2 2 


5y — 20 = 3x — 15; —3x + 5y = 5 ecuación de la mediana BCa. 
Ecuación de la mediana CAs: y — 3 = =—)G@+ 4); 2y-6=-x-4 
x+2y=2 ; ecuación de la mediana CAg. 

Baricentro: intersección de medianas(1) —5x+y=1 ; (2) x+2y=2 
multiplicando (5) la ecuación (2): 5x + 10y = 10; sumando los dos ecuaciones: 
11y = 11; y = 1 ; reemplazando en (2): x+2(1)=2;x=2-2 ;x=0 ; 
BARICENTRO = (0, 1). 

e- RECTA DE EULER. Línea que contiene al ortocentro, baricentro y 


circuncentro. 

y -2 E): y 2 2) -y- 2-2 (y-2) 
11 E 33 i 11 26 33 

26 (y -E) = -3(x-#); 26y -= -3x +2; 3x +26y = 244 


3x + 26y = 26: Ecuación de la recta de Euler. 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


= ga 
Archivo Edita Vista Apanencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda 
AN azz ||| a | Elige y Mueve C 
' SILA arrastra o selecciona objetos (Esc) e 


PERÍMETRO=6 67 


f) Recta EULER: 0.27x + 2.36y =2.36 


1. Herramienta * Punto, ingrese los puntos de cada recta mediante el mouse 
haciendo clic en las coordenadas:( 5,4), (4, 3) y (1, 4). También puede 
ingresar en la barra de entrada A= (5, 4), B= (4, 3) y C= (1, 4). 

2. Herramienta “^ líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en los puntos A 
y B, B y C y en C y A. Observe que en la ventana de vista algebraica se 
muestran las ecuaciones de cada recta. 


3. Herramienta — recta perpendicular, levantar desde recta AB al punto C, 
recta BC al punto A y de la recta AC al punto B. Da las ecuaciones de las tres 
alturas. 


4. Herramienta intersección de dos objetos, clic en dos alturas, da las 
coordenadas del ORTOCENTRO. 


5. Herramienta : punto medio, hacer clic en los puntos Ay B, B yC y C y A, 
da resultado los puntos medios de cada lado. 

6. Herramienta — recta perpendicular, levantar desde el punto medio de la 
recta AB, levantar desde el punto medio de la recta BC y del punto medio de 
la recta AC. Da las ecuaciones de las tres Mediatrices. 

7. Herramienta Ç intersección de dos objetos, clic en dos mediatrices, da las 
coordenadas del CIRCUNCENTRO. 
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Punto A y punto medio de la recta BC y en B y el punto medio de la recta 

AC. Da las ecuaciones de las tres Medianas. 

. Herramienta — intersección de dos objetos, clic en dos medianas, da las 
coordenadas del BARICENTRO. 

10. Herramienta “^ lineas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en el 

Ortocentro y al Baricentro. Da la ecuación de la Recta de Euler. 
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LA CIRCUNFERENCIA. 
Ecuación ordinaria de la circunferencia 


67. Calcule la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto P= (3, 4) y 
tiene como centro C= (1, -1). 


Distancia PC= radio 

Distancia PC: dpc = VO — y)? + (22 — 11)? ° 

dpc = /&-C-1)2+(8-1)2 ; dee= /G)2+(22 ; dpc =V25+4; 
dpc = V29; luego r = /29 

Ecuación Circunferencia: (x — h)? + (y — k}? = r2; 


(x — 1)2 + (y + 1)? = V29; (x— 1)? + (y +1)? = 29 ¡ecuación ordinaria 
de la circunferencia 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


DA vista grapes gr 
Hallar la ecuación de la circunferencia dadób lascoordenadas del centro y un punta 
Ingrese x=3 Ec.Circunferencia: Êd- 1)? + (y + 1) = 29 
Ingrese y=4 5 
ka Ingrese h =1 
Objetos Dependientes | ingrese k =-1 
Ai Centro C= (1, 1) 


— P=-6.0 
> 


¿P=(3,4 


) 
¿ d: (x—1)+(y +1) Punto P=(3, 4) 
0.02 


8 q TR a 


la b k b pb s b —- s x & 
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1. Herramienta ” inserta texto, “Ecuación de la Circunferencia que pasa 
por el punto P y tiene como centro el punto C”. 
En la barra de entrada ingresar valores arbitrarios para a, b, h yk. 


N 


3. Herramienta + J casilla de entrada, asignamos la variable x1 (abscisa de 
P) y toma el valor de a. 


4. Herramienta = casilla de entrada, asignamos la variable y1 (ordenada 
de P) y toma el valor de b. 


5. Herramienta “| casilla de entrada, asignamos la variable x2 (abscisa de 
C) y toma el valor de h. 


6. Herramienta “` J casilla de entrada, asignamos la variable y2 (ordenada 
de C) y toma el valor de k. 
7. Herramienta —— inserta texto, escribir “P="+P y tiene el punto y las 


8. Herramienta = inserta texto, escribir “C=”+C y tiene el centro y las 
coordenadas. 


>; 
9. Herramienta [E circunferencia dado su centro y un punto, hacer CLIC 


en el punto C y P. En la ventana de vista algebraica aparece la ecuación 
ordinaria de la circunferencia. 


10. Herramienta “ inserta texto, escribir “Ec. circunferencia” + d, y tiene 


la ecuación en la ventana gráfica. 


11. Herramienta LA segmento entre dos puntos, clic en P y en C para 


determinar el radio de la circunferencia. 


m 
12. Herramienta DE... Clic en los recuadros de ingreso para cambiar 
los valores, los resultados cambiarán automáticamente. 
13. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN GENERAL DE LA CIRCUNFERENCIA 


68. Calcule la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto P= (-3, 3) 
y tiene como centro C= (2, 1). 


Distancia PC= radio 

Distancia PC: dpc = VG — yi)2 + (x2 — x1)2 ; 

dpc = /G - 12 + 3-2} ; dpc = JC} + (5)2 ; dpc = V4+25; 
dpc = V29; luego r = V29 

Ecuación Circunferencia: (x — h)? + (y — k}? = r2; 

(x — 2)2 + (y — 1)2 = V29; (x— 2)? + (y — 1)? =29 ¡ecuación ordinaria 
Desarrollando los binomios: x? — 4x + 4 + y? — 2y +1 = 29 

x? +y? — 4x — 2y =29—5 ; x? +y? -—4x-— 2y = 24 Ecuación General. 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


ranca 
Hallar la ecuación General de la circunfererftia 

Ingrese x=-3 5 
Ingrese y=3 


5 
k=1 Ingrese h =2 > 
Objetos Dependientes Ingrese k =1 AE 
> C= (2, 1) Centro C= (2, 1 FIA 
¿P=(3.3) nest L š 
2 | Punto P=(-3, 3) | E 

1 c= Q. D 
1 
3 
5 
ê 


Cirad Patria ls a a o qt 2 3 + 6 % 7 


¿r=539 
ra P 
2 
`, 


Ec Circunfer = 29 4 


rencia: (x - 2P + (y - 1P 
Ec. General: Day" - 4x + y" - 2y - 24 


Entrada 
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1. Herramienta “inserta texto, “Ec. General de la Circunferencia que pasa 
por el punto P y tiene como centro el punto C”. 
En la barra de entrada ingresar valores arbitrarios para a, b. c y d. 


N 


3. Herramienta |. J casilla de entrada, asignamos la variable x1 (abscisa de 
P) y toma el valor de a. 


4. Herramienta b-a casilla de entrada, asignamos la variable y1 (ordenada 
de P) y toma el valor de b. 


5. Herramienta `“ »] casilla de entrada, asignamos la variable x2 (abscisa de 
C) y toma el valor de h. 


6. Herramienta ea casilla de entrada, asignamos la variable y2 (ordenada 
de C) y toma el valor de k. 


7. Herramienta —= inserta texto, escribir “P="+P y tiene el punto y las 
coordenadas. 


ABC 


8. Herramienta == inserta texto, escribir “C="+C y tiene el centro y las 
coordenadas. 


9. Herramienta < segmento entre dos puntos, clic en P y en C para 
determinar el radio (r_1) de la circunferencia. 
10. Barra de ingreso escribir: (x - h} + (y - k? = r_1?, y obtiene la 


circunferencia de radio r_1. 


11. Herramienta —— inserta texto, escribir “Ec. Ordinaria” + d, y tiene la 
ecuación en la ventana gráfica. 

12. Barra de entrada escribir: c(x, y)= Desarrolla[(x - h} + (y - KF - r_1°], 
para obtener la ecuación General de la circunferencia. 


28 


13. Herramienta —— inserta texto, escribir “Ec. General” + c, y tiene la 


ecuación en la ventana gráfica. 


14. Herramienta a eN Clic en los recuadros de ingreso para cambiar 
los valores, los resultados cambiarán automáticamente. 
15. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
Página 255 


Recurso tecnológico para la enseñanza de Matemática 
GeoGebra 


ECUACIÓN DE LA CIRCUNFERENCIA DADOS TRES PUNTOS 


69. Calcule la ecuación de la circunferencia que pasa por el punto P= (-2, 6), 
Q= (-4,-2) y C= (6, -2). 

Ecuación General Circunferencia: x? + y? + Dx + Ey +F = 0 

Reemplazando los puntos P: (—2)2 + (6)? + D(—2) +E(6)+F = 0 

1) 4+36— 2D + 6E +F = 0 ;—2D + 6E + F = —40 

Reemplazando los puntos Q: (—4)2 + (—2)2 + D(—4) + E(—2) +F = 0 

2). 16+4—4D—2E+F =0; —4D — 2E + F = —20 

Reemplazando los puntos C: (6)2 + (—2)2 + D(6) +E(—2) +F = 0 

3). 36 +4 +6D — 2E +F = 0 ; 6D — 2E + F = —40 

En 2 y 3 elimino F: ; —4D — 2E + F = —20 multiplico por (-1) y sumo con (3) 

4D4+2E-F=20 ; 6D-2E+F=-40 ; 10D = —20; D=-2 

En 1 y 3 elimino F: ; —2D + 6E + F = —40 multiplico por (-1) y sumo con (3) 

2D — 6E — F = 40 ; 6D-2E+F=-40 ;8D —8E = 0 

D — E = 0 ; como D=-2 E=-2; 


Reemplazando D y E en (2): —4(—2) — 2(—2) + F = —20 ; F=-20-8-4 ; F=-32 
x? + y? — 2x — 2y — 32 = 0 ; ecuación general de la circunferencia. 
x2—2x+1+y2—2y+1—-—32—1—1=0 

(x — 1)? + (y — 1)? = 34; ecuación ordinaria 

Centro: A=(h, k) ; A=(1, 1); Radio: r = /29 

x2+y2—4x—2y=29—5; x2+y2-— 4x -— 2y = 24 Ecuación General. 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


A=(11) 


| R ) LAA j l >l OJ >) <] 8 j Desplaza Vista Gráfica: Desplaza Vista Gráfica o Ejes (Mayúsculas + Desplazar) 
Vista Algebrai 5AE Vista a oga 
- Objetos Libres Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa pór tres puntos 

a=-2 x1=-2 x2=-4 po 

b=6 ie 2 N 

=4 y y2=-2 7 NI 

t= 3=6 E 

h=6 y3=-2 / / 

k=-2 

Objetos Dependient Punto C= (6, -2) 

A=( Punto P=(-2, 6) 

E (6, -2) Punto Q =(-4, -2) 

Q 

s l 


= (4, 2) 
+g: (x-1? +(y-1) = 34 


| Ec.Circunferencia:(x - 1)? + (y - 1)? = 34 
| Entrada: Jue Í 


Herramienta = inserta texto, ecuación de la Circunferencia que pasa por 
tres puntos P, C y Q. 
En la barra de entrada ingresar valores arbitrarios para a, b, h, k, e, f. 


Herramienta |” "| casilla de entrada, asignamos la variable x1 (abscisa de 
P) y toma el valor de a. 

Herramienta = casilla de entrada, asignamos la variable y1 (ordenada 
de P) y toma el valor de b. 

Herramienta = casilla de entrada, asignamos la variable x2 (abscisa de 
C) y toma el valor de h. 


Herramienta = casilla de entrada, asignamos la variable y2 (ordenada 
de C) y toma el valor de k. 


Herramienta = casilla de entrada, asignamos la variable x3 (abscisa de 
C) y toma el valor de e. 


Herramienta “ = casilla de entrada. asignamos la variable y3 (ordenada 
de C) y toma el valor de f. 
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14. 


15. 


16. 
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Herramienta — inserta texto, escribir “P="+P y tiene el punto y las 
coordenadas. 


Herramienta — inserta texto, escribir “C="+C y tiene el punto y las 
coordenadas. 


l 
ABC | 
gj 


Herramienta = inserta texto, escribir “Q="+0Q y tiene el punto y las 
coordenadas. 


- Herramienta 2. circunferencia dados tres puntos, hacer CLIC en el 


punto P, C y Q. En la ventana de vista algebraica aparece la ecuación 
ordinaria de la circunferencia (g). 

Herramienta “ inserta texto, escribir “Ec. circunferencia” + g, y tiene 
la ecuación en la ventana gráfica. 

Herramienta `” punto medio, hacer clic en la circunferencia g para 
obtener el punto A o centro. 

Herramienta L! mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar los 
valores, los resultados cambiarán automáticamente. 


Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA 


70. Calcule la ecuación de la tangente a la circunferencia que tiene como 
centro el punto C= (4,3) y el punto de tangencia es P= (3, 5). 


El radio de la circunferencia es el segmento PC: 


Radio: r = /(6—3)2 +(8 — 32 ; r = /@Q)2 + (—1)2 ; r = 


Ecuación Circunferencia: (x — h)2 + (y — k)2 = r2; 

(x — 4)? + (y — 3)? = V5 ; (x—4)2 + (y — 3)2 = 5 ¡ecuación ordinaria 
Desarrollando los binomios: x? — 8x + 16 + y? — 65y +9=5 

x? +y? —8x—6y+20=0 ; Ecuación General. 


Pendiente PC: m; = 21. m; = > m, = —2 
Xx¿-X1? 3— 


Pendiente de la tangente: m, = š 

Ecuación de la recta tangente: y — yı = m(x — x1); 
y—5=}(x—3); 2(y — 5) = (x — 3) ; 2y — 10 = x — 3; 
x— 2y =—7;, ecuación de la recta tangente. 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


üx 
— US —— Ts sag 


DE r MO A l de Bige y Mae Arrastra o selecciona objetos (Esc) à 
Vista Algebraca 52 Wata Gráfica 
Objetos Libres fa metus le que pasa por un punto interno o externo de la crvggeríos 
223 A ADO 
b=5 pies A 
rep q 
(3, 5) ET 
o ñ; d Punto P=(3, 5) | nP 
¿As (43) Centro A=j4, 3) š N 
P=0.9) 
¿dar 2ya? | > 
29=224 Ec Tango 2y=7| _ A 
Entrada 
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Herramienta — inserta texto, ecuación de la tangente a la Circunferencia 
que pasa por el punto P y tiene como centro el punto A. 
En la barra de entrada ingresar valores arbitrarios para a, b. c y d. 


AMC 


Herramienta > casilla de entrada, asignamos la variable x1 (abscisa de 
P) y toma el valor de a. 

Herramienta “` casilla de entrada, asignamos la variable y1 (ordenada de 
P) y toma el valor de b. 

Herramienta = casilla de entrada, asienamos la variable x2 (abscisa de 
A) y toma el valor de h. 

Herramienta “` casilla de entrada, asignamos la variable y2 (ordenada de 
A) y toma el valor de k. 

Herramienta — inserta texto, escribir “P="+P y tiene el punto y las 
coordenadas. 

Herramienta = inserta texto, escribir “A="+A y tiene el centro y las 
coordenadas. 


Herramienta “> circunferencia dado su centro y un punto, hacer CLIC en 
el punto C y P. En la ventana de vista algebraica aparece la ecuación 
ordinaria de la circunferencia. 


Herramienta “ inserta texto, escribir “Ec. circunferencia” + d, y tiene 
la ecuación en la ventana gráfica. 


Herramienta segmento entre dos puntos, clic en P y en A para 
determinar el radio de la circunferencia. 


- Herramienta — recta perpendicular, clic en el radio r_1 y en el punto P y 


obtiene la tangente a la circunferencia. 


ABC 


Herramienta — inserta texto, escribir “Ec. Tangente:” + d, y tiene la 


ecuación en la ventana gráfica. 

Herramienta mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar los 
valores, los resultados cambiarán automáticamente. 

Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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LA ELIPSE 
Ecuación de la Elipse dado vértice en el eje Y y excentricidad e 


71. Obtener todas las características de la elipse vertical con centro en el 
origen, que tenga un vértice V1= (0, -6) y excentricidad e=2/3. 


c2= a — hb? ; E es shu m p 

b = 2V5 . Por lo tanto el otro vértice se ubica en V>=(0, 6). Las coordenadas de 
los extremos del eje mayor son: B, = (2V5 , 0) y B, = (2V5,0). Los focos se 
ubican en: F, = (0,4) y F, = (0, —4). 


2 * 
La longitud del lado recto es: LR ==; LR = ani LR = 2; LR = Š 


Sustituyendo los valores de a y b en la ecuación ordinaria queda: 


a E 4 E 1; La dinaria de la eli 
p? a? = > 62 wo >36 ecuación ori e pse. 


Vista Aigedræca 1022 Vista Gráfica 
Objetos Libres Ecuación de la Elipse dado vértice en el eje Y y excentricidad e shozu. (0,6) 
Vértico V,=(0, -6) — Excontricidad 0=0.67 w” É 


=0.67 Y s| 
Otyetos Dependentes Vértice V = (0, 6) Z. 
+F =(0,4) 


“dix +y 
Ir=6.67 43 12 41 10 9 84 7 6 5 


43 2 1 fo 1 2 3 456.7. 
Lado recto LR=6.67 il 


l 
| | 
Be. ordinaria elipse: "/20+ y /36=4 X dl / 
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Herramienta ~- inserta texto, “Ecuación de la elipse dados un vértice en 


el eje Y y la excentricidad 


En la barra de entrada ingresar V¡=(0,6) y la excentricidad e=2/3 
Barra de entrada: a=abs(y(V,)) ; c=a*e ; 
Barra de entrada: b=sqrt(a? =°) ; V>=(0.a) ; Fi=(0.c); Fo=(0.-c); 


Barra de entrada: Ir=2b?/a. 


Barra de entrada: E +22 = 1 , da la ecuación ordinaria de la elipse, 
b a 


Herramienta “` inserta texto, escribir “Ecuación de la elipse: “+d 


Herramienta “ inserta texto, escribir “Vértice V,"+V, . 


Herramienta —— inserta texto, escribir “Vértice Va="+V» . 


. Herramienta ——- inserta texto, escribir “Foco F,="+F, . 

. Herramienta “= inserta texto, escribir “Foco F»="+F» . 

. Herramienta —— inserta texto, escribir “Semi eje mayor a="+a . 

. Herramienta — inserta texto, escribir “semi eje menor b="+b . 

. Herramienta “= inserta texto, escribir “Lado recto LR="+lr . 

. Herramienta —— inserta texto, escribir “Ec. ordinaria elipse"+d . 
. Herramienta “ - inserta texto, escribir “Excentricidad e="+e . 


. Herramienta L mover, Clic en el vértice para mover la elipse y los todos 


los valores cambiarán automáticamente. 


. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA ELIPSE DADO LOS VÉRTICES Y EL CENTRO 


72. Obtener la ecuación de la elipse con vértice V1= (2, 5) y V2= (10, 5) y 
que pase por el punto P= (6, 7). 


Como las ordenadas no cambian, se trata de una elipse horizontal con centro en: 
2+10 

c = (7y): c = (t° t 5): C = (6,5) ; luego a = Xp — Xe a = 10 — 6; 

a = 4. Sustituyendo el punto P en la ecuación ordinaria queda: 


—hy2 ES y -52 2 
= += 1; — s> -— =g 51; b? = 4; b = 2; La ecuación 


= O (y-s2 _,_ (x-6)2 O 
ordinaria es: Ta "Las a L 
Desarrollando los binomios y multiplicando por 16: men + =— =16; 


(x? — 12x + 36) + 4(y? — 10y + 25) = 16; 

x? — 12x + 36 + 4y? — 40y + 100 = 16; 

x? — 12x + 4y? — 40y + 120 = 0: ecuación general de la elipse. 
CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Ss Obtener la ecuación de la elipse con vértice wie 5) y V2=(10, 5) 
y que pase por el punto P=(6, 7). 


i 
| ! 
Ec. ordinaria elipse :(x - 6)? / 16 + [/-5/4=1 | 
l i 
Ec. General elipse: x° + 4y -12x -40y =-120 | 
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1. Herramienta pa] inserta texto, Obtener la aniihi de la elipse con vértice 
Vı=(2, 5) y V.=(10, 5) y que pase por el punto P=(6, 7). 

2. En la barra de entrada ingresar V¡=(2, 5) y V>=(10, 5) y P=(6, 7). 

3. Herramienta J líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en los puntos 
Vi y V2 da el eje de la elipse. 

4. Herramienta ^ punto medio, hacer clic V; y V, para obtener el punto C o 
centro de la elipse. 

5. Herramienta — recta perpendicular, clic en el eje de la elipse y en el punto C 
y obtiene la ecuación del eje vertical. 

6. Barra de ingreso: h=x(C), k=y(C), a= x(V: )-x(V2), xi=x(P), yı=y(P) 

7. Barra de ingreso: (xi - h} / a? + (yi - KF / b? = 1, para obtener el valor de b. 

8. Barra de ingreso: (x - h} / a? + (y - K} / b? = 1. Resulta la ecuación ordinaria 
de la elipse asignada a una función (e). 

9. Herramienta L mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar los 


valores, los resultados cambiarán automáticamente. 


10. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA TANGENTE A UNA ELIPSE DADO EL PUNTO 
P= (X, V) 


73. Dados los focos de la elipse con vértice F1= (-1, 2) y F2= (5, 2) y que 
pase por el punto P= (4, 6): Obtener: 

a) La ecuación de la elipse. 

b) La ecuación de la tangente 

c) La ecuación de la Normal. 


Como las ordenadas no cambian, se trata de una elipse horizontal con centro en: 


c= (By): c= (57.2); C = (2,5) ; luego c = xp —x¿30=5-—2; 


c = 3; sabemos que: AP + BP = 2a entonces: 
(6—2)2+(4+1)2+ /(6—2)2+(4—5)2=2a ; V4l+ 17 = 2a 


TNT 2 

a= -= 17 : a? e —— luego: p? — a e c2 : b2 — (5) 5 32- 
2 _ 11+v697 _ : > n _ (x—h)2 

b* = a ` Sustituyendo el punto P en la ecuación ordinaria queda: -a fT 


pr ay? y? a a I 
oD 1 2 o = 1 que es la ecuación ordinaria de la parábola. 


b? > 29+/697 + 11+/697 

2 2 
Encontramos la ecuación entre los puntos AP y BP para luego determinar las 
bisectrices que serán la tangente y la normal respectivamente, así: 


Ec. AP: y-6= (0-4); 5y — 30 = 4x — 16 ; 4x—5y+14=0 


Ec.BP: y-6=f (x-4); y—6=-—4x+16 ; 4x+y-22=0 


. &x—-5y+14 _ 4x+y-22 _ 2 = = 
TANGENTE: == A 5y + 14)V17 = (4x + y — 22)V41 


4xV17 — 5yV17 + 14/17 — 4x 441 — y/41 + 22/41 = 0; 
x(4 4/17 — 4/41) — y(5V17 + V41) + 14/17 + 22/41 = 0. 


4x-5y+14 _ _ Ax+y-22 N 


Jae VA? 
4x 17 — 5yV17 + 14/17 + 4xV41 + yV41 — 22/41 = 0; 
x(4/17 + 4/41) — y( V41 — 5417) + 14/17 — 22441 = 0. 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda 
ll o 14 0 rec [|| «+ | Eige y Mueve 
Vista Algebraica ss Vista Gráfica 

Da y un 


hS 


14, 6) jaN 

+ i: 1.59x - 0.54y = 3,15 | c) La ecuación de la elipse 

r=64 
s=442 

Objetos Dependientes / 

22=64 / 


2b=44 / XA 
a c: (x-2)'/27.7+ | 1.2) B=(5.2 | 
I ] 

| 


asa -7 6 -5 Maa b af 3 + s 58779 4 


Entrada: [e] 


Dados los focos de la elipse con vértice F¡=(-1, 2) y Fs=(5, 2) y que pase por el 
punto P=(4, 6): Obtener: 

a) La ecuación de la elipse. 

b) La ecuación de la tangente 

c) La ecuación de la Normal. 


1. Herramienta “= inserta texto, “Ecuación de la tangente a una elipse dados 
los focos y un P= (h, k)”. 

En la barra de entrada: A=(-1,2), B=(5,2) y P=(4,6) que son los focos y un 
punto de la elipse. 


N 


elipse, hacer clic en los focos A, B y en el punto P da la 
elipse c con su ecuación ordinaria en la vista algebraica. 

4. Herramienta “ ` líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en los puntos 
A y B da el eje de la elipse paralelo al eje X. 
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5. Herramienta — recta perpendicular, clic en el eje de la elipse y en el punto C 
y obtiene la ecuación del eje vertical paralelo al eje Y. 


6. Herramienta A tangente punto cónica, clic en el punto P y en la elipse c y 
tiene las tangentes y sus ecuaciones en la ventana gráfica. 

7. Herramienta - recta perpendicular, clic en la tangente de la elipse y en el 
punto P y obtiene la ecuación de la Normal de la elipse. 

8. Para presentar los resultados en la vista gráfica utilice la herramienta de texto. 


9. Herramienta L mover, Clic en los vértices o en el punto P para cambiar los 
valores y los resultados cambiarán automáticamente. 


10. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA 


74. Ecuación cartesiana dado la directriz y el vértice en el origen. Si una 
parábola tiene su vértice en el origen y por directriz la recta de ecuación 
y —-5=0. Hallar: 

a) La ecuación de la parábola y graficarla. 

b) Coordenadas del foco, longitud del lado recto y distancia focal 

c) Ecuación del lado recto y ecuación del radio vector a la parábola, en P = 


(2 V15, -3) 


a.- Como la parábola tiene su vértice en el origen y la ecuación de la directriz es la 
recta y — 5 = 0, luego c = 5, luego la ecuación de la parábola es: x? = —20y 

b.- Las coordenadas del foco son: F = (0, _ D; esto es F=(0, -5). La longitud del 
lado recto 2p = 20; o sea p = 10. La distancia focal está dada por OF = A =5. 
Como la ecuación del lado recto es y = = 0. entonces la ecuación de AB es 


y+5 = 0. La directriz es la recta de ecuación x= -4 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Si una parábola tiene su vértice en el origen y por directriz la recta de kcuación y-5=0 
Hallar: 4 


a) La ecuación de la parábola y graficarla 


b) Coordenadas del foco. longitud del lado recto y distancia focal") 


c) Ecuacion del lado recto y ecuación del radio vector a la parábola ea P=-2415, -3). 


ES parábola” < 2 207 

Foco F= (0, -5) 

Long lado recto - 20 

Distancia focal: -5 

Ec. lado recto: y = -5 

Ec. radio vector. -2x - 7 75y = 38.73, 
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. Herramienta “= inserta texto, “Si una parábola tiene su vértice en el origen y 
por directriz la recta de ecuación y-5=0. Hallar: 
a) La ecuación de la parábola y graficarla. 
b) Coordenadas del foco, longitud del lado recto y distancia focal 
c) Ecuación del lado recto y ecuación del radio vector a la parábola, en 

P = (2415, -3)” 
. En la barra de entrada ingresar la ecuación de la directriz y-5 = 0. Y 
asignamos a la variable f=-5. 
- Barra de entrada: F=(0,f) foco de la parábola. 
. Barra de entrada: x? = 4 + f + y ecuación de la parábola. 
. Herramienta ` recta perpendicular, clic en el eje Y y en el punto F y obtiene 
la ecuación del lado recto. 
. Herramienta | intersección de dos objetos, clic en la parábola y el lado 
recto, da los puntos A y B. 
. Herramienta ^ segmento entre dos puntos, clic en A y en A para determinar 
la longitud del lado recto. 
. Barra de entrada: P = (2V15,—3) ¿punto de la parábola. 
. Herramienta “ líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en los puntos P 
y el foco F da la ecuación del radio vector. 


10. Herramienta mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar los 
valores, los resultados cambiarán automáticamente. 


11. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA PARÁBOLA DADO LA DIRECTRIZ Y EL 
FOCO. 

75. Si una parábola tiene su foco F= (3, -4) y por directriz la recta que pasa 
por los puntos A= (1, -5) y C= (-2,-5). Hallar: 

a) La ecuación de la parábola y graficarla. 

b) Coordenadas del vértice, longitud del lado recto y distancia focal 

c) Ecuación del lado recto y ecuación del radio vector a la parábola, en P = 
(6,0) 


5+5 
3516-1D),y+5=0, 


a.- La ecuación de la directriz es la recta y + 5 = 


luego ya = —5, como el foco F=(3,-4), luego la ecuación del eje de la parábola es: 
x = 3 ; como la distancia del foco al punto es igual a la distancia del punto M a la 
recta L tenemos: |MF| = d(M, L); |MF|? = d?(M, L); 


2 
VG=N?+0=0l =G+yƏ2- (h? +y- h) = (y+ ya)? 
(1-3) + (y +4)2 = (y + 5)2:x2 — 6x +9 + y? + 8y + 16 = y? + 10y +25: 
x? — 6x — 2y = 0 es la ecuación de la parábola. 


b.- Las coordenadas del vértice : E = (xy, zar ); esto es E = (3) š 


E = (3, 3); La longitud del lado recto p = yz — ya; o sea p = —4+5.p = 1 


La distancia focal está dada por EF = = = 0.5. 
c.- Como la ecuación del lado recto es y — yz = 0, y + 4 = 0 es la ecuación del 


lado recto. La ecuación del radio vector en el punto (6.0) es: 
y+0= (x-6),y= (x 6); 3y = 4x — 24 ; 4x — 3y = 24 
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CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


t poa oe 
Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda 
AELAD Oole] AL csi b] Elige y Mueve: Arrastra o selecciona objetos (Esc) 


o] 
AE e 
Vista Algebraica +2 Vista Gráfica 


Objetos Libres Ec. Ordinaria de la Parábola directriz y foco |) 
Az(1,-5) 
C=(-2, -5) A=(1, -5) 
Foco = (3, -4) Foco (3, -4) 
Objetos Dependientes 
B = (4, 4) C=(-2, -5) 
+D= (2, -4) Ec. Parábola:x" - 6x - 2y = 0 
E = (3, 4,5) s i G h 5 
26 =(6,0) Ec. Directriz: y=-5 
say=5 
2b:iy= Ec. Radio vector : -4x + 3y = -24 
20: 6x—2y=0 Ec Lado recto : y=-4 
2d=2 
sexz=3 
af: dx + dy=-24 
AA 
a| ans Y JE= 645) 


AB 


1. Herramienta ” inserta texto, “Ecuación de la parábola dados la 
ecuación de la directriz y el foco F= (h, k)”. 

2. En la barra de entrada: A=(1,-5) y C=(2,-5) puntos de la directriz. 
F=(3,4) foco de la parábola. 

3. Herramienta “líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en los 
puntos A y C da la ecuación de la directriz de la parábola. 

4. Herramienta `` Parábola foco directriz, hacer clic en la directriz y el 
foco, obtenemos la parábola con su respectiva ecuación. 

5. Herramienta > recta perpendicular, clic en el eje Y y en el punto F y 
obtiene la ecuación del lado recto. 

6. Herramienta %. intersección de dos objetos, clic en la parábola y el lado 
recto, da los puntos D y B. 


7. Herramienta segmento entre dos puntos, clic en D y en B para 
determinar la longitud del lado recto. 
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8. Herramienta “líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en los 
puntos G y F da la ecuación del radio vector de la parábola. 


9. Herramienta mover, Clic en los puntos A, C o F para cambiar los 
valores y obtener nuevos resultados de otras parábolas. 
10. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA TANGENTE A UNA PARÁBOLA. 


76. Encuentre la ecuación de la recta tangente a la parábola: y2 — 6y - 12x - 
15 =0 en el punto P= (1, -3). 


La ecuación y?—6y=12x+15 transformamos a la forma ordinaria 
completando en trinomio cuadrado perfecto: y? — 6y + 9 =12x +15 + 9 

(y — 3) = 12x +24 ; (y — 3)? = 12(x+2); luego, el vértice tiene como 
coordenadas A=(-2, 3), luego la ecuación del eje de la parábola es: y = 3 ; 

Como (y — k)? = 4p(x — h), entonces, 4p = 12 ; p=3; 


(y — k)(y1 — k) = 2p(x + xı — 2h) fórmula de la recta tangente en (xı, yı). 
Reemplazando los valores de h, k y p tenemos: 
(y —3)(—3 — 3) = 2 *3(x + 1 — 2(—2)) ; (y — 3)(—6) = 6(x +5); 


—y+3=x+5 ; y= —x -— 2 es la ecuación de la tangente en el punto P. 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


“Ecuación de la tangente a una párábola en un punt 
-P=(1,3) ! "| 
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1. Herramienta “°| inserta texto, “Ecuación de la tangente a una parábola 
dados un P= (xi.yi)”. 

En la barra de entrada ingresar ecuación de la parábola: 

y? -6y-12x-15=0. 

En la barra de entrada ingresar el punto de tangencia P=(1,-3). 

Barra de entrada: Foco[c], coordenadas del foco. 

Barra de entrada: Directriz[c], grafica la directriz de ecuación x=-5 


N 


SS Maw 


Herramienta — recta perpendicular, clic en el eje Y y en el Foco de la 
parábola y obtiene la ecuación del eje de la parábola. 

7. Herramienta 7 intersección de dos objetos, clic en la parábola y el eje 
de la parábola, da el vértice de la parábola. 


8. Herramienta Le tangente punto cónica, clic en el punto P y en la 
parábola c y tiene la tangente y su ecuación en la ventana gráfica. 

9. Herramienta mover, Clic en la parábola para deslizar en cualquier 
dirección y los resultados cambiarán automáticamente. 


10. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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ECUACIÓN DE LA HIPÉRBOLA 


77. Graficar la hipérbola de ecuación x? — 4y? = 4 y hallar: 
a. Coordenadas de los vértices, focos y la excentricidad 
b. La longitud del eje real, del eje imaginario y del lado recto. 
c. La ecuación e los lados rectos y de los radios vectores del punto P= 


(4, 13). 


Dividimos por 4 la ecuación de la hipérbola para obtener la ecuación canónica, 
así: pe! : z- -£=1; se tiene quea=2 b= 1 yc= va2 +b? : 


4 4 
=vV2 +2? ; Pipsan ; c = 5 . Luego: 

a). Los vértices de la hipérbola son los puntos A=(2, 0) y A;=(-2.0) y los vértices 

imaginarios B=(0, 1) y B,=(0, -1). Los focos son los puntos F=( V5, 0) y 


Fı=(-V5,0). La excentricidad: e = =E e - 

b). La longitud el kam real AA¡4 y la del eje imaginario = 2; La longitud el lado 
recto LĻes: LL, =” ; LL, = pe ; LL, =1 

c). Ecuación cartesiana de los lados rectos: x—V5=0 ;y x—vV5= 


La ecuación del radio vector PF; es; y = — (x +45) ; y la ecuación del radio 


vector PF: y= Ga — v5) 


Página 275 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


Recurso tecnológico para la enseñanza de Matemática 


Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda 


E] LALESIA 


2 L = (2.24, 0.5) 

2 L' = (-2.24, 0.5) 

a L', = (-2.24, -0.5) 

+ L, = (2.24, -0.5) 

O= (0, 0) 

2 a: -1.73x + 1.76y = -3.87 

2 b: -4.73x + 6y = 3.46 

> d: x = 2.24 
distanciaL'1L' = 1 
distanciaL1L = 1 


Entrada 


E 
Y 


q =m Elige y Mueve 


1 
=(2 2:24 0) 1 


E 


GeoGebra 


Herramienta “= inserta texto, “Graficar la hipérbola de ecuación x? — 4y? = 4 


y hallar: 
a). coordenadas de los vértices, focos y la excentricidad 
b). La longitud del eje real, del eje imaginario y del lado recto. 


c). La ecuación e los lados rectos y de los radios vectores del punto P=(4, v)”. 
1. En la barra de entrada ingresar ecuación x2 — 4y? — 4 = 0 de la hipérbola. 


2. Herramuenta 


:') punto medio, hacer clic la cónica para obtener el punto O o 
centro de la hipérbole. 


3. Herramienta “< intersección de dos objetos, clic en la hipérbola y el eje X, da 
el vértice de los vértices de la hipérbola. 


4. Barra de entrada: Foco[c], coordenadas de los focos de la hipérbola. 


5. Herramuenta 


` recta perpendicular, clic en el eje X y en los focos para 
obtener los lados rectos. 
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6. Herramienta “líneas que pasan por dos puntos, hacer CLIC en los Focos y 
en el punto P da la ecuación de los radio vectores de la hipérbola. 

7. Barra de entrada: Asíntotas[c], obtiene las asíntotas con sus ecuaciones 
respectivas 

8. Herramienta “ inserta texto, para presentar los resultados en la vista gráfica 
utilice la herramienta de texto. 


9. Herramienta mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar los 
valores, los resultados cambiarán automáticamente. 
10. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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78. Graficar la hipérbola que tiene por ecuación x? — 3y? + 2x — 6y — 1 = 
0 . Indique coordenadas de los vértices, coordenadas de los focos y 
ecuación de las asíntotas. 


Agrupando y completando cuadrados para darle la forma canónica a la ecuación: 
m +2x+1-3(y?-2y+1)=1+1-3 ¡(x +1)? - 3(y- 1)? =- 


(eo? _ 1: 


— 412 
3(y-12-@G+12 = 1; H- 
3 


Se concluye que la hipérbola tiene eje focal vertical, por cuanto el término 


positivo es del y; a? = š; entonces: a= Ë syb?=1;b=1 


2 
Luego c = ya? + b?, es decir: c = Ë + 12 ; e= Ë; e= 


Las ecuaciones de las asíntotas se determinan igualando a cero la ecuación 

canónica. 

3(y - Dx +1}? = 0; 3(y — 1)2 = (x +1} ; /3(y — 12 = /(x + 1D? 

v3/(y- 12 = JG + 122; (y-1) = += ; quedando las dos asíntotas: 
- = 


= 


CONSTRUCCIÓN PASO A PASO EN GEOGEBRA 


ES 
Archivo Edita Vista “a Apariencias Ea Herramientas Ventana Ayuda 


DOA > o) N fac | sz: || +> Elige y Mueve > 
Vista Algebralca 75 Vista Gráfica a 
Objetos Libres Graficar la hipérbola que tiene por ecuación x°-3y=+$x-6y-140 
2 c: (y — 1)? /0.33 — (|_ indique coordenadas de los vértices, coordenadas de los fos y ecuación de las asintotas 
Objetos Dependientes à dnè i 
e pera 5110.33 (+1 /1=1 9% 


D=(4.042) Vértice C= (+1, 1.58) 
saxa Vértice D=(-1, 0.42) 
Focos B= (-1, 2.15) 


“e: 0.58x-y=-0.42 | Foco A= (-1, -0.15) ' 
>f: 0.58x -y =-1.58 — |" Asitola OS yA AY UTU 


Asintota 2 > 0 $8x - y = -1 58 
7 6 5 4 


Entrada. :0 
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1. Herramienta |“ inserta texto, “Graficar la hipérbola que tiene por 
ecuación x? — 3y? +2x —6y—1 = 0 . Indique coordenadas de los 
vértices, coordenadas de los focos y ecuación de las asíntotas”. 

En la barra de entrada ingresar ecuación x? — 3y? + 2x — 6y-1=0 
de la hipérbola. 


N 


3. Herramienta :™ punto medio, hacer clic la cónica para obtener el punto E 
o centro de la hipérbole. 

4. Barra de entrada: Foco[c], coordenadas de los focos de la hipérbola. 

5. Herramienta - recta perpendicular, clic en el eje Y y en el centro de la 
hipérbola y obtiene la ecuación del eje Transverso. 

6. Herramienta > recta perpendicular, clic en el eje X y en el centro de la 
hipérbola y obtiene la ecuación del eje Conjugado. 


7. Barra de entrada: Asíntotas[c], obtiene las asintotas con sus ecuaciones 
respectivas 


8. Herramienta ”. inserta texto, para presentar los resultados en la vista 
gráfica utilice la herramienta de texto. 


9. Herramienta L mover, Clic en los recuadros de ingreso para cambiar los 
valores, los resultados cambiarán automáticamente. 


10. Una vez terminado el ejercicio guarde el archivo. 
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